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PREFAZIONE 


Ouanto  piii,  per  rairiono  di  studio,  siamo  ob- 
bligali  a  meditare,  con  una  cerla  largliezza  di  co- 
gnizioni  e  con  serietà  di  intendimenti,  gli  Ehmenti 
<V  Euclide,  lanto  più  è  forza  convineersi  clie  bene 
a  ragione  i  professori  Betti  e  Brioschi,  che  ne  ri- 
chiamarono  in  vigore  lo  studio  nelle  nostre  scuole, 
asserirono  essere  qnesto  trattato  inimitabilc  modello 
di  logica  e  di  chiarezza;  e  quindi  Y  unico  raceo- 
mandabile  per  le  scuole  classiche,  nelle  quali  l'in- 
segnamento  délie  Matematiche,  e  specialmenle  délia 
(îeometria,  deve  essere  non  tanto  fonte  di  un  cor- 
redo  di  cognizioni  destinate  aile  applicazioni  pra- 
licbe,  quanto  una  specie  di  ginnastica  dcir  intclli- 
genza,  e  necessario  complemento  dei  precetti  délia 
logica. 

Una  volta  ricondotto  in  onore  nello  studio  délia 
Georaetria  Y  antico  metodo  di  Euclide,  che  senza  ra- 
gione era  stato  abbandonato,  molli  furono  coloro 
che  si  occuparono  di  dare  agli  elementi  lasciatici 
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clair  illustre  geometra  una  forma  che  meglio  rispon-  I 
desse  aile  esigenze  dell'  insegnamento  raoderno  ed 
aile  nuove  idée  che  si  sono  fatte  strada  negli  ul- 
timï  terapi  nello  studio  délia  Geomctria,  e,  più  che 
altro,  nel  modo  di  insegnarla  ;  ma,  secondo  il  nostro 
modcsto  avviso,  che  è  anche  quello  di  molti  inse- 
gnanti  dei  nostri  Licei  e  Ginnasi,  nessuno  dei  trat- 
tati  pubblicati  fin  qui  risponde  pienamente  allô 
scopo. 

Infatti,  i  professori  Betti  e  Brioscbi  ripubbli- 
carono  semplicemente  la  traduzione  degli  Elementi 
di  Euclide  fatta  da  Vincenzo  Viviani,  con  leggeris- 
sime  modificazioni,  conservando  un  linguaggio  che, 
se  poteva  andare  ai  tempi  dei  Yiviani,  non  è  certo 
quello  che  si  adopera   oggidi   per  F  insegnamento  j 
délie  scienze,  perché  troppo  si  discosta  dalla  lingua  ] 
comunemente  parlata,  e  si  limitarono  per  parte  loro  I 
airaggiunta  di  un'appendice  sopra  la  geometria  me- 
trica.  Ne  viene  che  lo  studente  deve  fare  spesso  uno  ] 
sforzo,  non  solo  per  capire  la  dimostrazione  di  un 
teorema,  ma  ben  anche  per  arrivare  ad   intendero  ; 
ciô  che  si  è  voluto  dire  con  certi  periodi  contorti, 
e  qualche  volta  sgrammaticati,  che,  molto  probabil- 
mente,  debbono  la  loro  origine  air  essere  fatta  la 
traduzione  dei  Viviani  sopra  le  vecchie  traduzioni 
latine,   molto  scorrette  e  scritte  in  uno  stile  tut- 
t'  altro  che  classico.  Inoltre,  gli  Elementi  di  Eiiclide, 
corne  vennero  tramandati  a  noi,  mancano   "*       "ti 
teoremi  dei  quali  non  è  possibile  fare  a  me  H 

neir  insegnamento  délia  Geometria;  e  qucs..  \\ 

non  possono  essere  semplicemente  enuncia»:  i- 
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!  siderati  corne  esercizi,  ma  occorre  darne  la  dimostra- 
\  zione,  facendo  vedcre  il  legame  che  essi  hanno  con 
;  le  proposizioni  fondamentali  dimoslrate  da  Euclide. 
Oltre  i  professori   Belti  e  Brioschi,  altri   noti 
I  matematici  si  proposero  di  dare  una  nuova  forma 
\  agli  Elementi  di  Euclide;  ma  cambiarono  in  modo 
taie  l'ordine   délia   materia  ed  il  metodo  seguito 
■  nelle  sue  dimostrazioni  dal  Geomelra  greco,  che  i 
loro  lavori  non  hanno  più  che  il  nome  di  Elementi 
di  Euclide,  e  piuttosto  dovrebbero  intitolarsi  Trai- 
tait di  Geometria  secondo  il  metodo  euclideo. 

Noi   abbiamo   voluto   provarci  a  dare  una  fe- 
:  dele  traduzione  degli  anlichi  Elementi  di  Euclide, 
rhe  possa   corrispondere  in  pari  tempo,   con    ag- 
!  giunte  opportune,  aile  esigenze   délia   scuola  clas- 
siez moderna:  traduzione   fedele   nella   sostanza   e 
|  nella  forma  délie  dimostrazioni,  nonchè  nell'ordina- 
I  ntento  délia   materia,  ma   taie  per  altro  che  non 
\  faccia  contrasto  aile  regole  del  buono  slile  italiano, 
I  c  che  non  manehi   di   quelle   nozioni   délie   qualf 
;  non  puo  farsi  a  mono  in   un    trattato  moderno  di 
Geometria.  Abbiamo  quindi  tradotio  affatto  di  nuovo 
i  primi  sei  libri  degli  antichi  Elementi  di  Euclide, 
ronfrontando  fra  loro  la  maggior  parte  délie  pub- 
i  blicazioni  del  génère,  antiche  e  moderne,  délie  quali 
!  riportiamo  più  sotto  la  lista;  e  limilandoci  a  po- 
flii    ed    indispensabili   cambiainenti.   Naturalmenlc 
\  abbiamo  dnvnto  dare  una  nuova  forma  aile  defini- 
;  zi(  Q  '"n  armonia  colle  moderne  teorie, 

m  _jto  che  si  ritrovi  in  ciascuna   di 

:  es  *spresso  dalla  definizione  euclidea. 
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Inoltre  abbiamo  aggiunto  i  teorcmi  più  importanti 
che  si  trovano  nei  moderni  trattati;  e,  per  mezzo 
di  scôli  e  corollari,  opportunamente  aggiunti,  ab- 
biamo completate  quelle  teorie  che  erano  mancanti, 
o  non  svolte  sufficientemente,  nelle  vecchie  edizionî. 
In  alcuni  luogbi  abbiamo  fatto  vedcre  corne  si  pos- 
sono  semplificare  moite  délie  dimostrazioni  euclidee 
per  mezzo  délie  nuove  considerazioni  aggiunte,  o 
con  poche  modificazioni  introdotte  nel  testo.  Cosl 
nel  libro  IV  notiamo  corne  si  possano  ridurre 
le  moite  proposizioni  in  esso  contenu  te,  che  facil- 
mentc  i  giovani  confondono  le  une  con  le  altrc,  a 
sole  sette  fondamental!,  dimostrando  i  due  teorcmi 
che  servono  in  générale  per  circoscrivcre  ed  iscri- 
vero  ad  un  poligono  regolare  un  cerchio,  e  vice- 
versa. 

Nel  secondo  libro,  ed  anche  in  alcune  proposi- 
zioni del  primo  e  del  terzo,  nelle  quali  la  lunghezza 
délia  dimostrazione  finisce  per  solito  col  far  perdere 
allô  studente  il  nesso  logico  délie  diverse  parti,  ab- 
biamo creduto  opporluno  di  riparare  a  questo  incon- 
veniente  ponendo  in  fine  di  ciascuna  di  esse  una  si- 
nossi  délia  dimostrazione  stessa,  per  mezzo  délia  qualo 
si  puo  in  poche  righe  avère  sotf  occhio  il  riassunto 
del  processo  seguito  nello  svolgimento  di  tutte  le  con- 
siderazioni che  ne  formano  parte. 

Nel  quinto  libro,  che  è  sempre  stato  lo  scoglio 
principale  dei  giovani  (c,  saremmo  per  dire,  di  quanti 
studiosi  si  sono  accinti  ad  esporlo),  abbiamo  i         >, 
pur  mantenendo  l'ordine  e,  (love  è  stato  possihL 
che  le  antiche  dimostrazioni,  di  rendere  più  se*        i 
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buona  parte  di  qucste  e  spécial  mente  gli  cnunciati, 
e  ci  siamo  studiali  sopra  tutto  di  evitare  la  forma  in- 
tralciata  e  contorta  che  ne  forma  va  la  menda  princi- 
pale. Nulriamo  fiducia  che,  spiegato  con  a  more  e 
con  cura  dagli  insegnanti,  e  studiato  con  serietà  e 
buon  volere  dai  giovani,  possa  sotto  questo  suo  nuovo 
aspetto  riuscire  a  questi  ultimi  non  difficile  ad  in- 
tendere,  ed  assai  facile  a  ritenere. 

Alla  fine  del  sesto  libro  abbiamo  posto  un'ap- 
pendice,  nella  quale  sotto  forma  di  teoremi  e  di 
problemi,  abbiamo  esposta  la  teoria  délia  misura 
délie  figure  piane,  coordinandola  a  ciô  che  forma 
soggetto  dei  primi  sei  libri  di  Euclide. 

Nella  geometria  solida  abbiamo  svolto  il  pro- 
gramma dei  Licei,  conservando  quanto   ci  è   stato 
possibile  délie  proposizioni  di  Euclide  ;   completan- 
dole  con  i  teoremi  mancanti,  ed  attenendoci  aile  di- 
mostrazioni  dei  trattati  moderni  per  quelle  che,  es- 
sendo  troppo  lunghe  ed  artifiziose,  non  sono  ormai 
pi  h  accettate  da  alcuno.  Quello  che  ci  preme  di  far 
rilevare  è,  che  abbiamo  mantenuto  invariato  il  con- 
cetlo  di  proporzione  stabilito  da  Euclide  nelle  pro- 
posizioni nelle  quali  è  quistione  di   rapporto  ira 
volumi  o  fra  superficie  di  solidi,  per  quanto  nella 
appendice  aggiunta  ai  primi  sei  libri  si  sia  già  mo- 
strato  corne  si  possa  passare  dal  concetlo  di  ragiono 
a  quello  di  rapporto.  Di  più,  le  proposizioni  che  nolla 
trnduzione  dei  professori  Betti  e  Brioschi  facevano 
appendice,  qui  formano  corpo  comime  col 
^hè,  ripetiamo,  in  questa  parte  del  libro 
^nQervato  tutto  ciô  che  cra  possibile  délie 
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antiche  dimostrazioni  ed  il  metodo  euclideo,  abbiamo 
per  il  resto  oompilato  liberamente  il  lavoro.  Ci  ha 
confortato  a  far  ciô  il  fatto  clic  gli  insegnanti  dei 
Licei,  che  adoperano  per  lo  studio  délia  Geometria 
piana  gli  Elementi  di  Euclide,  sono  costretti  per 
svolgere  la  Geometria  solida  a  servirsi  di  tcsti  dif- 
ferenti  da  quello  euclideo;  mentre  il  metodo  seguito 
nei  moderni  trattati  è  troppo  poco  in  relazione  con 
quello  adoperato  dalT  antico  geometra  nello  studio 
délia  geometria  piana. 

Abbiamo  aggiunto  numerosi  escrcizi,  sceglien- 
doli  in  modo  che  fossero  alla  porta  ta  délie  forze  dei 
giovani  studenti  ;  e  gli  abbiamo  intercalati  nel  testo, 
via  via  dopo  le  proposizioni  per  mezzo  délie  quali 
possono  essere  risoluti,  perché  in  tal  modo  gli  sco- 
lari  hanno  indicata  la  via  da  seguire,  e  gli  inse- 
gnanti non  sono  costretti  a  scegliere  quelli  piii  op- 
portuni  ad  assegnarsi,  a  seconda  dei  punto  al  quale 
sono  giunti  nello  svolgimento  dei  programma. 

Notercmo  infine  che  lutta  la  parte  dei  testo  Eu- 
clideo è  stampala  in  caratlere  grande,  mentre  le  ag- 
giunte  dei  successivi  traduttori  c  nostre  sono  stam- 
pate  in  carattero  piii  piccolo  ;  dimodochè  il  nostro 
libro  potrà  servire  nello  stesso  tempo  per  quei  pro- 
fessori  che  si  contentano  di  spiegare  le  sole  proposi- 
zioni di  Euclide  senz'  altro,  e  per  quelli  (e  ormai 
sono  i  più)  che  dànno  al  loro  insegnamento  una 
maggiore  larghezza. 

Trattandosi  di  un  libro  destinato  aile  scuole 
siche,  abbiamo  creduto  non  inutile  far  seguire 
maggior  parte  dei  termini  più  frequentemente  ui 


nclla  storia  délie  varie  letterature. 

Le  difGeoltà  che  abbiarao  incontrate  per  com- 

gtiere  il  lavoro  cbe  ci  eravamo  proposli  non  son» 

slate  poche,  ne  piccole,  e  certo  tutte  non  saranno 

stale  superate  nel  modo  migliore;  dimodochè  molle 

saranno  le  mende  che  gli  insegnanti  di  Matcmatica 

veranno  nel  libro  che  loro  presenliamo.  Ma  bi- 

;na  riflettcre  che  una  pubblicazione  di  questo  ge- 

e   diflicilmeole   puô  riuscire  perfetta   di   primo 

lo;  e  quindi  noi  ci  proponiamo  di  migliorarla, 

via  ebe  l'espericnza  ce  ne  additi  la  opportunilà, 

sodo  tesoro  dei  suggerimenti  e  délie  o.sservazioni 

;  ci  vorranno  favorire  i  nostri  collcgbi. 

A.  Socci 
G.  Tolomei 
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e  seeoli,  per  la  chiarczza  e  certezza  délie  cose,  l' i 
rigore  délie  dimostrazioni,  e  l'ordine  che  régna  si 
loro  dispositions. 

Dell'  importanza  ed  utilità  délia  Geometria  a 
oggi  il  discutera,  perché  essa  è  la  base  od  il  foi 
tutte  le  altre  scienze  e  di  tutte  le  arti  che  hanno  L 
tanti  applicazioni  nella  vita  pratica:  la  Meccani 
la  Topografla,  l'Architettura,  ia  Prospettiva,  ec 
tutte  le  loro  origini  dalla  Geometria,  e  non  sono 
zioni  délie  teorie  général!  di  questa  madré  cornu 
di  noi  erano  oompresi  gll  antichi  dell'  importanzt 
geometrici,  che  riguardavano  come  la  pietra  di  pi 
l' iogegno  umano,  opinione  questa  condivisa  da 
fllosofl  e  scienziati  modérai,  quali  ad  esempio  G 
scal.  Diceva  Procio  neppure  alla  metaflsica  es 
l'adito  senza  lo  studio  délie  matematiche  discip 
tone  asaeriva  che  questo  studio  éleva  l'animo  ed  t 
gegno  alla  contemplazione  di  cose  divine,  tanto 
la  matcmatica  (7°  De  Rop.)  la  via  di  tutto  lo  scihi 
che,  interpellato  porche  l'uomo  solo  fosse  detto  ; 
gionevole,  ei  rispondesse:  «Perche  l'uomo  sa  nu 
bestie  nol  sanno:  »  egli  stesso,  che  chiamava  I 
geometra,  e  la  cui  scuola  non  osavano  frequei 
che  non  erano  versatissimi  nelie  matematiche, 
porre  sopra  la  porta  la  seguente  iscrizionc 
àYsuiiiBTp'.toc  «lashui  >,  cioé  «  nessuno  entri  che  j 

NelVIsecoloav.C.  troviaino  TALETE.il  primo  d. 
dclla  Grecia,  nato  in  Fenicia  ed  andato  ad  is train 
ove  raisurM'altezza  délie  piramidi  daU'oinbra  proie 
le  prime  nozioni  délia  Geometria  in  Grecia,  dove  for 
(dal  che  fu  detto  Milesio)  la  scuola  lonica,  e  arriccl 
di  molti  teoremi  sopra  il  trianyoloisoscete,  sopra  g 
scritti,  e  sopra  1  triangoli  simili.  A  lui,  dopo  aie: 
scgul  Pitagora,  nato  a  Samo  (5tiû  av.  C.)  morto 
(470  av.  C),  il  P'ù  illustre  dei  suoi  discepoli.  Figlioi 
eommerciante  di  Tiro,ebbeoccasione  diviaggiare  c 
in  Egitto,  ove  s' istrul  fra  i  sapienti  dei  paese,  fu 
lïabilonia,  ed  ebbe  campo  di  essere  iniziato  aile 
Caldei  e  aile  reiigioni  dell'  India;  passa  in  ultimi 
e  fondô  a  Crotone  la  célèbre  scuola  Pitagorica,  cl 
sportô  a  Sibari;  ma  per  rivolgimenti  politici  do\i 
a  Taranto,  ove  morl.  Trovô  V  incommensurabiliU. 
gonale  e  dei  lato  dei  quadrato,  il  teorema  sopra  il  qt. 
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f  ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo,  del  quale  perô  non  è 
certo  se  avesse  la  notizia  dagli  Egizi;  ed  il  primo  embrione 
délia  teoria  degl*  isoperimetri. 

Altri  cultori  valenti  ebbe  la  geometria  in  Anassagora 
Clazomenio  (500-428  av.  C.)  che  fondô  le  prima  scuola  fllo- 
sofica  in  Atene  e  s'occupô  per  il  primo  délia  quadratura  del 
cerchio:  fra  i  suoi  contemporanei,  Enopide  di  Chio,  Ippocrate 
di  Chio  (verso  il  450  av.  C.)  che  studio  il  problema  délia  du- 
pUcœsione  del  cubo,  e  si  rese  célèbre  per  la  quadratura  délie 
sue  lunule,  e  scrisse,  secondo  Proclo,  per  il  primo  elementi 
di  geometria;  Zenodoro  (450  circa  av.  C.)  che  lasciô  il  più 
anticô"  trattato  di  geometria  a  noi  conservato  da  Teone  Ales- 
sandrino.  Fiorirono  presso  a  poco  nella  stessa  epoca  Teudio 
di  Magnesia,  Teodoro  di  Cirene,  Teeteto  di  Atene,  Leodama 
di  Taso,  Amicle  di  Eraclea,  Ermotimo  di  Colofone. 

Platone  (430-547  av.  C),  discepolo  di  Socrate,  abbandonô 
Atene  dopo  la  morte  del  maestro,  studio  a  Megara  sotto  Eu- 
clide  il  retore,  poi  in  Italia  alla  scuola  Pitagorica,  a  Cirene 
sotto  Teodoro,  e  in  Egitto.  Tornato  ad  Atene,  fondô  la  scuola 
che  prese  il  nome  di  Accademia;  introdusse  nelle  ricerche 
geometriche  il  metodo  analitico,  indirizzô  i  suoi  discepoli  allô 
studio  délie  sezioni  coniche,  fondô  la  teoria  dei  luoghi  geo- 
metriciy  e  dette  una  soluzione  meccanica  del  problema  délia 
duplicazione  del  cubo.  Purono  suoi  contemporanei  e  disce- 
poli Archita  di  Taranto  (440-360  circa  av.  C),  che  per  il 
primo  si  occupô  di  una  superficie  a  doppia  curvatura,  in 
relazione  col  problema  délie  due  medie  proporzionali ,  al 
quale  Ippocrate  aveva  ricondotto  quello  délia  duplicazione 
del  cubo;  Eudossio,  nato  a  Cnido  (circa  il  409  av.  C.) 
rnorto  in  Egitto  (circa  il  356  av.  C.)  che,  secondo  la  tcsti- 
monianza  di  Archimede,  dimostrô  la  relazione  fra  la  pira- 
mide  e  il  prisma  e  fra  il  cono  ed  il  cilindro  délia  stessa  base 
ed  altessa,  e  dette  una  soluzione  del  problema  délie  due  medie 
proporzionali,  a  noi  non  giunta;  Aristotile,  nato  a  Stagira 
(384  av.  C.)  morto  a  Calcide  (322  av.  C.)  amico  di  Platone,  fa- 
moso  per  il  detto  «  amicus  Plato,  sed  magis  arnica  veritas,  » 
precettore  poi  di  Alessandro,  fondô  ad  Atene  la  scuola  Pe- 
ripatetica,  e  si  occupô  di  moite  questioni  di  meccanica  ;  Mk- 

mo  (verso  il  375  av.  C.)  che  si  occupô  délia  teoria  délie 

che,  le  quali  furono  detto  in  antico  curve  di  Menecmo; 
^strato  (circa  il  370  av.  C.)  fratello  di  Menecmo,  che 
aginô  per  la  quadratura  del  cerchio  una  curva  detta  qua- 
-rice.  Fra  i  discepoli  di  Aristotile  si  novera  Teofrasto 
*m  (371-264  av.  C.)  che  lasciô,  oit-*  moite  altre  opère, 
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uoa  Storia  délia  Qeometria,  dell'Astri 
tica,  a  noi  non  pervenute;  Eodemo  d 
clie  scriise  moite  opère  perdu  te,  di  c 
tre  Mi  librl  di  storia  délia  Geometri 
Astronomie.  Notlamo  pure  Conone  di 
quale  non  resta  alcun  lavoro,  ma  te: 
Archimede. 

Ed  eccoel  ad  Euclide. 

Per  lungo  tempo  fu  creduto,  anc 
tori  di  Euclide,  corne  Teone  e  Camp; 
Elementi  fosse  quell'Enclide  filosofo 
r  istmo  dl  Corinto,  discepolo  di  Socrai 
Megarese,  detta  anche  Di&lettica.  L 
tori  era  fondata  sopra  quelle  che  si 
(Libro  Vlll-12)  cioè  ohe  Platone  mai 
l'incarlcodicostruire  un  altareeeh* 
modo  di  portare  a  compimento  l'opcr 
Per  altro,  la  critioa  moderna,  rafTor: 
di  Proolo,  di  Erone,  di  Eudemo  e  T« 
autori,ha  stabilfto  che  I'Eucude  no 
oTfi'.ysïn,  elementi)  apparlenne  a  tenr 
Rotto  il  regno  del  primo  Tolomeo  (n; 
nel  319  av.  C),  flglio  di  Lago,  e  che 
nell'  figitto  dopo  la  morte  di  Alessand 
che  maggiormente  sta  a  confermai 
Diogene  Laerzio,  noverando  accurata 
Euclide  Megarese,  non  la  menzione  di 
tato  di  Qeometria,  col  quale  Euclide 
ritura:  ne  è  a  credere  che  Diogene, 
délie  opère  fllosoflche,  volesse  a  bc 
darne  notizia,  o  fosse  affatto  ignaro 
Euclide. 

È  ormai  accerlato  che  Euclide,  ai 
è  vissuto  ail*  incirca  dal  315  al  251 
storico  arabo,  AbulpharagîuB,  è  nato 
Egitto:  quello  che  è  certo  si  è  che  pa 
vita  In  Alessandria,  oye  fu  anche  ma<v 
nota  la  risposta  da  lui  data,  secondt 
naea,  al  suo  eccelso  discepolo  che  gl 
era  modo  di  render  pîù  facili  le  dim 
in  matematica  una  via  fatla  apposta 
nelle  dottrine  degli  accademici  ed  : 
Platone,  si  diè  tutto  a  coltivare  lo  si 
nelle  quall  eccelse  in  modo  da  esset 


leiio  tu  muppugnaoni  airaostrazionl, 

Oltre  i  XV  libri  degli  elementi,  dei  quall  I  due  nlttmi 
vennero  at  tribu  iti  ad  Ipsicle  Alessandrino,  serisse,  come  aap- 
piamo  da  Proclo  e  da  Pappo,  moite  altre  opéra  scientiflebe, 
coma  VOttica,  la  Gatottrica,  il  lihro  dei  Dali  (chiama  cosl  le 
deduzioni  ehe  si  possono  ricavare  dalle  costruzioni  cone- 
scintc)  e  quello  sopra  la  Dimsione  délie  figure,  ehe  ci  sono 
pervenuth  andarooo  perdu  ti  quattro  librl  sopra  le  Seiioni 
caniche,  due  sopra  i  Luoghi  alla  superficie  a  tre  sopra  i 
Porismi,  (Torse  nell'incendio  délia  biblioteca  AlesBandrina): 
i'ultima  opéra  eitata  è  atata  perô  ricoatruita  da  Chaslea  so- 
pra le  tracée  lasciatene  da  Pappo. 

Degli  Elément!  i  quattro  prlml  libri  trattano  délie  pro- 
priété délie  figure  piane:  il  quinto  délie  proporzioni  fra  gran- 
dezze  In  générale;  ed  il  sesto  deU'applicazione  di  questa  teo- 
ria  aile  figure  piane;  il  settimo,  ottavo  e  nono  stitdiano  le 
proprielà  generali  dei  numeri,  e  pero  si  dicono  aritmetiel  e 
non  formano  parte  délia  présente  pubblicazione;  gli  itltimi 
eioque  libri  trattano  dei  pianie  dei  solldi.  Qli  Elemeoti  comin- 
ciarono  ad  esaere  tradotti  in  arabo  sotto  i  caiiffi  Haroun-al- 
ïtaschid  ed  Al-Mamoun  :  il  primo  europeo  ehe  tradusse  Eiielide 
in  latlno  fu  nno  scrivano  Adelardo  di  Bath,  visauto  cirea  il 
1130,  elasua  traduzione  manoseritta  fu  atampata  per  la  prima 
volta  sotto  il  nome  di  Campauo,  ma  questi  non  fece  ehe  rive- 
derla  e  commentarla. 

Oltre  gli  elementi  avea  lasclato  un  lihro  SttUe  apparence, 
nel  quate  premuniva  gli  atudiosi  contro  i  falsi  ragionamentî  : 
era  come  un'introduzione  agli  elementi,  ed  è  doloroso  ehe  sia 
andata  perduta. 

Segulrono  ad  Euclide  Perseo,  nato  (verso  il  £90}  a  Cisio, 
morta  a  Corinto  (nel  244  av.  C.)  ehe  studio  le  propriété  délie 

•he,   ourve   ottenute   tagliando  il  toro   con    un   piano; 

lokio  Perqso  (verso  il  24î  av.  C.)    nato  a  Perga  in  Pan- 

che  trattô  délia  geometria  dell'ordine,  délia  forma  e 
poaizione  délie  figure;  ma  ehe  deve  la  sua  fama  ad  un 
to  délie  Sexùmi  caniche  in  otto  libri,  dei  quali  a  nol 

_;tte  sono  pervenuti:  l' ottavo  fu  ricostruito  dall'astro. 
" '  '<ey  sopra  le  indlcazionl  di  Pappo:  moite  altre  opère 
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per  il  primo  fa  mcnzione  del  rapporto  anarmonico;  Proclo 
Diadooo  di  Costantinopoli  (circa  412-485  d.  C.)  commentatore 
ili  Euclide;  e  Diocle,  che  trovô  la  cissoide  per  risolvero  il 
problema  délie  due  medie  proporzionali. 

Ai  grandi  geometri  citati  tennero  dietro  pochi  cornmcn- 
tatori  e  la  scienza  ebbe  un  lungo  periodo  di  inattività  flno 
al  XVI  secolo:  nomineremo  solo  in  questo  periodo  Leonardo 
F i bon acci  di  Pisa  (1180)  che  introdusse  T  Algebra  in  Italia; 
Campano,  geometra  italiano  del  XIII  secolo,  al  quale  fu  attri- 
buita,  corne  dicemmo  avanti,  la  prima  traduzione  degli  Ele- 
menti  da  un  testo  arabo  :  Luca  Paciolo,  o  Paccioli,  di  Borgo 
S.  Sepolcro  (1440-1515)  monaco  francescano,  che  dette  una 
traduzione  degli  Elementi  di  Euclide  in  latino  e  lasciô  varie 
opère  di  matematica:  Francesco  Morolico  di  Messina  (1494- 
1575)  che  introdusse  in  Italia  l'uso  délie  secanti  nei  calcoli 
trigonometrici  e  commenté  gli  elementi:  Niccolô  Fontana, 
detto  Tartaglia,  di  Brescia  (1500-1557)  che  applicô  per  il 
primo  la  matematica  alla  balistica  ed  ail1  arte  militare,  tra- 
d tisse  le  opère  di  Euclide  e  di  Archimede,  e  trovô  un  metodo 
per  la  risoluzione  délie  equazioni  di  terzo  grado:  Girolamo 
Cardano  di  Pavia  (1501-1576)  che  si  occupô  anche  di  geome- 
tria,  ma  non  resta  di  lui  che  la  risoluzione  deir  equazionc  cu- 
bica:  Federico  Commandino  di  Urbino  (1509-1575)  che  tradussc 
le  opère  dei  greci,  commenté  gli  elementi  di  Euclide,  e  scrisse 
un  trattato  De  centro  gravitatis  :  Gérard  Mercator  di  Rup- 
pclmonde  (1512-1592)  dette  il  suo  nome  alla  proieziono  in  uso 
per  le  carte  marine:  Peletier  di  Mans  (1517-1532)  lasciô 
un*  Aritmetica,  un'  Algebra,  un  Trattato  délie  applicazioni 
délia  Geometria,  e  sei  libri  di  commentari  sugli  Elementi  di 
Euclide.  Cristoforo  Clavio  di  Bamberg  (1537-1613)  tradus.se 
gli  elementi,  commentandoli  prolissamente,  e  contribua  ai  la- 
vori  per  Ja  riforma  del  Calendario  Gregoriano.  Ludolph,  olan- 
dese  (1539-1610)  spinse  il  calcolo  di  n  flno  alla  35a  cifra  déci- 
male e  lasciô  dei  Prdblemi  di  Geometria. 

Da  allora  in  poi  sarebbe  troppo  lungo  il  dare  il  nome  di 

tutti  i  valenti  che  si  illustrarono  con  studî  goometrici  e  clio 

aprirono  un  nuovo  e  vasto  campo  a  ricerche  di  inestimabile 

valore.  Viète,  di   Fontenay-le-Comte  in  Vandea   (1540-1603) 

'  jtô  il  metodo  analitico  di  Platone,  costrul  graflcamcnte 

:ione  di  secondo  e  terzo  grado,  e  perfezionô  la  trigo- 

ia  sferica;  Cataldi,  italiano  (1545-1626)    costrul  nelia 

ilgebra  lineare  o  geometrica  le  radici  délie  equazioni  di 

Mo  grado;  Giovanni  Napibr,  scozzese  (1550-1617)   scoprî 

•**—'  iperbolici;  Enrico  Brigg,  di  Warley   Wood  nel- 

c 


italiana  in  t 
todi  geometi 
ta  ci  cloute;  . 

it  il  valore  ^ 
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Allô  spaiio  si  attribuiscono  le  caratteristiche  fli  continua, 
perché  non  possiamo  concepire  in  esso  interruzioni;  di  illi- 
milato,  perché  non  possiamo  peusarne  alcun  termine;  di  omo- 
■o  (ô]i.of  bvvjï,  che  é  délia  stessa  specie;  da  6|iiç,  nmile,  c 
ç,  ratio.,  o  natura),  perché  non  sappiamo  iromaginare  di- 
ità  di  costituzione  fra  le  sue  varie  parti;  di  divisibile, 
ne  dopo  averne  pensata  una  porzione  qualunque  limi- 
,  possiamo  pensai-la  divisa  indéfini  ta  mente  in  parti. 
2.  Una  porzione  limita  ta  di  spazio  si  chiama  sotido,  o  cor- 
contetrico. 

Nella  gcometria  si  fa  compléta  in  en  te  astrazione  dalle  pro- 
têt tWiehe  dei  corpi,  cioè  non  si  prendono  a  considérais 
tto  lo  qualità  délia  materia  di  cui  essi  sono  costituiti,  li- 
tndo  lo  studio  dei  corpi  a  cifi  nhc  si  chiama  la  loro  forma, 
,a  porzione  di  spazio  da  essi  occcupata,  ossia  alla  loro 
isioue.  E  siccome  un  corpo  si  suote  riguardaro  esteso  se- 
lo  tredimeiisîoni, che  sono  luitghei:a,  larghe::a  odaltetta, 
■ofondità,  cosi  un  sotido  si  ]>uô  deflniro  cià  che  ha  lun- 
•  largheaa  ed  aliéna. 
1  limite  che  sépara  un  corpo  dallo  spazio  rimanente, 
:para  fra  loro  due  parti  di  uno  s t esso  corpo,  si  chiama 
•fide;  e  poiehè,  considerando  talc  limite,  veniamo  a  faro 
zlone  dalla  profondità,  possiamo  dire  che  la  superficie 
•he  ha  sotamenle  lungheiia  e  largheiia. 


TK 


V.  Se  da  tjr.uiitc:.;,:  dixi-ymili  si  .l'itti-rigi/uiio  grandeite 
li,  le  rimanenti  grandeste  sono  tiixnjit'ii.i. 

VI.  Legrandczze  che  sono  t'.upiiir  ili  ini/i  iiiinlcuinaiyrtiii- 
i  sono  eguali  fia  toro. 

VII.  Le  graiidez-ie  rhe  sono  meu'i  ili  una  iiiedfsiiii.il  gvuit- 
■i  sono  eguali  fra  loro. 

VIII.  Le  gramiezse  che  si  possono  far  coinciderc  sono 
IL 

IX.  Il  luttoè  iitaggiorediunaqutiluiique  délie  sue  parti. 
.1.  PostuUito  (da  postulare,  chieden:]  è  una  venta  clie 
manda  v  on  y  a  ainniessa  corne  intuitiva,  senza  bisogno  et  i 
straïione.  Cosi,  sono  postulati  lo  rei'ità  dérivai*  ilai 
i  c  che  si  ncelgono  corne  primilive,  non  sapendo  dedurlc 

nostri    eensi,    per  cseiupio,  ci  danno    l'idea  dol    uieri- 
\o,  ma  non  possiaino  dcilnirla,  e   perciô  si  stabilisoono  i 
enti  postulati. 
'    Una  figura  pua  muoversi  nello  spaiio,  sema  defor- 
ioè  puo  cauibiarc  di  posizione,   senza  che  camliino 
■>  relazioni  dei  suoi  elementi. 
Una  figura  puo  ntttoversi  nntlo  *ita:io,  sema  tlefur- 
.   modo   che  uno  determînato  dei   sitoi  piiuli   ctulu  a 
—  con  un  punto  assegnalo  dclto  spaiio. 


Se  un  sogyetto  S  non  gode  la  propriété  I,  non  pud 
leppure  la  Tj 
lia  délia  rcciproca  délia  contraria,  o.  contraria  dolla 


quali  essa  ê  divisa  da  quel  puni 
•punio  detlo  tpaiio. 


lando,  sovrapponen-         / 

\ 

in  modo  clic  il  ver-       / 

-d  un  lato  doit'  uno    a! 

A'' 
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D 


B 


medesima  parte  di  questo.  Qucsti  duo  lati  comprcndono  un 
nuovo  angolo  che  dicesi  an- 
golo différencia  dei  due  an- 
goli  dati.  Cosl  nella  figura 
qui  imita  Tangolo  COB  rap- 
presenta  la  differenza  degli 
angoli  medn,  ciô  che  si 
esprime  graflcamente  scri- 
vendo : 

60B=AOB  -  ÂOb  =  ni  —  n  . 

41.  Pobtulàto  Dell* angolo.  —  L' angolo  è  rovesciabile, 
cioè  si  puô  sovrapporre  a  se  stesso  scambiando  fra  di  loro 
O  le  posizioni  dei  lati. 

42.  Quando  un  a  linea  retta  in- 
contrandone  un'altra  forma  con  essa 
due  angoli  adiacenti  eguali,  questi 
angoli  si  chiamano  retti  e  si  dice  che 
la  prima  retta  è  perpendicolare  {per- 
petidiculum,  ciô  che  pende  sopra)  alla 
seconda.  Tali  sono,  per  eserapio,  le  rette  CD  e  AB. 

È  évidente  che  da  un  punto  di  una  retta  si  puô  condurre 
ad  essa  una  sola  perpendicolare  :  infatti,  se  nella  genera- 
zione  deir  angolo  considerata  al  n°  32  si  suppone  che  il 
raggio  mobile  OB,  dopo  aver  descritto  T angolo  piatto  AOB* 
passi  in  una  posizione  nella  quale  formi  con  ABiy  due  an- 
goli adiacenti  eguali,  in  quella  posizione  il  raggio  mobile  ô 
perpendicolare  alla  retta  AB";  e  in  qualunque  altra  posi- 
zione formera  due  angoli  diseguali,  perché  saranno  uno  mag- 
giore  ed  uno  minore  di  un  angolo  retto;  ne  risulta  che  un 
angolo  piatto  è  eguale  a  due  angoli  retti. 

Quando  una  retta  in- 
contrandone  un'  altra  for- 
ma con  essa  due  angoli  adia- 
centi diseguali  si  dice  che 
la  prima  retta  è  obliqua  ri- 

spetto   alla  seconda:   tali         r  ^y  D 

sono,  per  esempio,  le  rette 

A  n  *,  OD. 

i  chiama  angolo  ottuso  qualunque  angolo  maggiore  di 
jgolo  retto,  corne  AOC,  ed  angolo  acuto  ogni  angolo  mi- 
di un  angolo  retto,  come  AOD. 
k  chiaro  pure  che  tutti  gli  angoli  retti  sono  eguali,  per- 
se CD  e  CDf  sono  perpendicolari  aile  rette  AB  ed  A'B\ 

Elementi  d'  Euelidc.  a 


t  rctta  che  nnisce  un  vcrlice  dî  un  trianjjolo  col  punto 
ï^o  del  lato  opposto  si  dice  me.diana,  c  qnella  plie  di 
1er  meta  unn  degli  angoli  del  triangolo  bisetlrics. 
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tanto,  coincidendo  il  punto  B  col  punto  E  ed  il  punto  C 
col  punto  F}  necessariamente  il  lato  BC  deve  coïnci- 
dera col  lato  EF}  perché  se  cadesse  al  disopra  in  EGF, 
o  al  disotto  in  LHF,  due  linee  rette  aventi  due  punti 
comuni  non  ooinciderebbero,  il  che  è  assurdo  (n°  21-3°). 
Dunque  il  triangolo  ABC  è  eguale  al  triangolo 
DEF,  il  lato  BC  al  lato  EF,  V  angolo  B  air  angolo  E 
e  V  angolo  C  ail'  angolo  F. 

Scouo.  —  Risulta  evidentemente  dalla  dimostrazîone 
fotta  che  in  triangoli  eguali  sono  eguali  gli  elementi  op- 
posti  ad  elementi  eguali,  cioè  degli  angoli  sono  rispetti- 
vamente  eguali  quelli  che  stanno  di  fronte  a  lati  eguali,  e 
dei  lati  quelli  che  sono  opposti  ad  angoli  eguali. 

PROPOSIZIONE  V 


TKORKMA 

In  ogni  triangolo  isoscele  gli  angoli  alla  base  sono 
eguali,  e  gli  angoli  che  si  ottengono  prohmgando  i  lati 
eguali  al  di  sotto  délia  base  sono  pure  eguali. 

Nel  triangolo  isoscele  ABC 
che  ha  il  lato  ÀB  eguale  ad 
ACy  si  prolanghino  i  lati  eguali 
in  BD  e'  CE;  si  vuol  dimo- 
strare:  1°  che  gli  angoli  alla 
base  ABC  ed  ACB  sono  eguali 
fra  loro;  2°  che  gli  angoli  al 
disotto  délia  base,  DBC,  ECB, 
sono  pure  eguali. 

Si  prenda  in  BD  un  punto 

qualunque   F,  e  da  AE  mag- 

:e  di  AF  si   tagli  (Prop. 

*  la  parte  AG  eguale  ad  AF, 

conducano  FC  e  BG. 

I  due  triangoli  AFC,  AGB  risultano  eguali  (Prop. 
per  avère  i  lati  AF,  AC  rispettivamente  eguali 
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Perciô,  se  in  un  triangolo  due  lati  sono  eguali,  sono 
eguali  i  lati  opposti  a  qnesti  angoli  ed  il  triangolo  è 
isoscele. 

Altra  dimo8trazione.  —  Si  a  ABC  un  triangolo,  che  ab- 
bia  gli  angoli  B  e  G  eguali  fra  loro  :  si  vuol  dimostrare  che 
i  due  lati  AB,  AC  sono  eguali. 

Si  sovrapponga  il  triangolo  a  se  stes- 
so,  dopo  averlo  rovesciato,  in  modo  che  il 
segmento  BC  coïncida  con  se  stesso,  cioè 
il  punto  C-col  punto  B  ed  il  punto  B  col 
punto  G.  Essendo  eguali  gli  angoli  B  e  G 
il  lato  CA  prenderà  la  posizione  del  lato 
BA  ed  il  lato  BA  quella  del  lato  AC; 
quindi  il  punto  A  verra  di  nuovo  a  coin- 
cidere  con  se  stesso,  e  perciô  i  due  lati  * 
AC  ed  AB  risultano  eguali  fra  loro. 

Corollario. — Ogni  triangolo  equiangolo  è  anche  equilatero. 

Infatti,  se  nel  triangolo  ABC  i  tre  angoli  sono  eguali, 
daireguaglianza  degli  angoli  B  e  G  si  deduce  quella  dei  lati 
AC  ed  AB;  e  daireguaglianza  degli  angoli  A  e  B  si  deduce 
quella  dei  lati  BC  ed  AC;  perciô  (ass.  1°)  i  tre  lati  AB,  AC 
e  BC  sono  eguali  fra  loro;  ossia  il  triangolo  ABC  è  equi- 
latero. 

PROPOSIZIONE  VII 

TEOREMA 

Da  due  punti  presi  dalla  stessa  parte  rispetto  alla 
retta  alla  quale  appartiene  un  dato  segmento  non  si 
poseono  condurre  due  coppie  di  segmenti  aile  estre- 
mità  del  segmento  dato,  in  modo  che  siano  eguali  fra 
loro  i  segmenti  che  vanno  allô  stesso  estremo  di  quello 
conaiderato. 

Si  conducano  da  un  pnnto  Cqualunque  agli  estremi 

A  e  B  di  un  dato  segmento  AB  i  due  segmenti   CA 

yB  :  si  vuol  dimostrare  che  non  si  possono  condurre 

un  altro  punto  D,  situato  dalla  stessa  parte  del 

znento   AB,  due  altri  segmenti  DA,  DB  che  siano 

tali  rispettivamente  a  quello  dei  primi  due  che  va 
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(Prop.  V)  Pangolo  i^DC'eguale  ail'  angolo  ECD,  men- 
tre  l'abbiamo  dimostrato  maggiore;  dunque  l'ipotesi 
fatta  è  as9arda. 

Resta  cosi  dimostrato  che  non  si  puô  da  due  panti 
C  e  Z>,  pre9i  da  una  stessa  parte  di  un  dato  segmento 
AB,  condarre  dae  coppie  di  segmenti  aile  estreinità 
A  e  B  di  questo,  in  modo  che  siano  egaali  i  due  seg- 
menti che  vanno  allô  stesso  estremo  del  segmento  dato. 


PROPOSIZIONE  VIII 

TEOREMA 

Se  due  triangoli  hanno  i  tre  lati  rispettivamente 
eguali,  sono  eguali. 

Siano  i  tre  lati  AB,  AC,  BO  del  triangolo  ABC 
eguali  rispettivamente  ai  tre  lati  DE,  DF,  EF  del 
triangolo  DEF:  si  vuol  dimostrare 
che  i  due  triangoli  «ono  egaali  e  che 
sono  eguali  gli  angoli  opposti  ai  lati 
egnali. 

Sovrapponendo,  infatti,  il  trian- 
golo ABC  al  triangolo  DEF,  in  mo- 
do che  il  vertice  B  coincida  con  E 
e  il  lato  BC  con  EF}  il  punto  C 


e  f 

Fig.  i  Fig.  2  Fig.  3 

à  nel  punto  F,  perché  i  due  lati  BC  ed  EF  sono 
ili  per  ipotesi.  Allora  i  due  lati  BA,  CA  dovranno 
ridere  con  ED,  FD  e  il  vertice  A  col  vertice  D, 
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Fig.  2 


egnale  compreso  fra  due  lati  rispettivamente  eguali,  saranno 
(Pbop.  IV)  eguali. 

Se  poi  ne  i  lati  DE,  EA,  ne  DF,  FA,  sono  per  diritto,  si 
conduca  la  DA,  che  potrà  cadere  internamente  al  triangolo 
EDF,  o  esterna- 
mente  ad  esso. 
Supponiamo 
prima  che  cada 
internamente 
(flg.  2)  :  poichè 
nel  triangolo 
AED  i  due  lati 
AS,  BD  sono 
eguali,  gli  an- 
goli alla  base 
UD,  EDA  deb- 
bono  essere 
(Prop.  V)  egua- 
li; per  la  stes- 
sa,  ragione,  es- 
sendo  eguali  i 

due  lati  AF,  DF  del  triangolo  ADF,  sono  eguali  pure  gli  an- 
goli alla  base  FAD,  FDA.  Se  dunque  ai  due  angoli  eguali  EAD, 
a.  J)     EDA  si  aggiungono  questi  due 

angoli  eguali,  (ass.  2°)  gli  angoli 
EAF,  EDF,  risultano  eguali. 

Supponiamo  in  secondo 
luogo  che  la  DA  cada  ester- 
namente  al  triangolo  DEF  : 
poichè  nel  triangolo  AED  i 
due  lati  AE,  ED  sono  eguali, 
sono  pure  eguali  gli  angoli 
alla  base  EAD,  EDA  (Prop.  V  : 
per  la  stessa  ragione,  essendo 
eguali  i  due  lati  A  F,  Db  del 
triangolo  ADF,  sono  eguali  gli 
angoli  alla  base  F  AD,  tDA. 
Togliendo  dunque  questi  due 
angoli  eguali  dai  primi  due  an- 
goli eguali  EAD,  EDA,  i  rima- 
nt       angoli  EAF,  EDF  dovranno  {ass.  3°)  essere  eguali. 

ambedue  i  casi,  i  due  triangoli  dati  vengono  dunque 
ac     ,ere  un  angolo  eguale  compreso  fra  due  lati  rispettiva 
m  eguali,  e  quindi  (Prop.  IV)  sono  eguali. 

Elcincnti  d  Eue lide.  3 


Fig.  s 
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si  descrivono  altri  due  archi  clie  si  taglino  in  F,  e  si  unisce 
il  punto  F  col  vertice  A.  La  dimostrazione  è  la  stessa. 

Scouo  II.  —  Dal  problema  risoluto  ri  su  1  ta  che  si  puô 
dividere  un  angolo  in  4, 6, 8 ...  2n,  parti  eguali,  ripetendo  que- 
«ta  costruzlone  sopra  le  due  meta  deir  angolo  dato ,  poi  so- 
pra  il  quarto,  sopra  Tottavo  di  esso,  e  cosi  via  di  seguito. 

Esercizi 

5.  1/ angolo  format»  dalla  bisettrlee  di  no  angolo  «on  osa  retta  qua- 
lanqn»  oondotta  per  il  vertice  è  egnale  alla  aemiaomma,  o  alla  eemidiffe- 
iwita,  degli  angoli  format!  da  qoeata  retta  oon  i  lati  dell1  angolo,  aeoondo 
eae  la  retta  à  eondotta  esternamente,  o  internamente,  ail' angolo. 

PROPOSIZIONE  X 

PROBLEMA 

Dividere  per  meta  un  dato  segmente 

Sia  dato  il  segmento  AB,  il   quale  debba  essere 
diviso  in  due  parti  eguali. 

Si    C08truisca  (Prop.  I)    sopra    AB   il    triangolo 
equilatero  ABCt  e  si  divida  (Prop.  IX)  per  meta  T  an- 
golo C}  per  mezzo  délia  retta  C 
CD;  si  vuol  dimostrare  che  il                    / 1  \ 
segmento  AB  è  diviso  per  meta                 , 


nel  pnnto  D.  / 

Infatti,  i  due  triangoli  A  CD,  / 

BCD  sono  eguali  (Prop.  IV)         / 
per  avère  i  lati  AC,  CB  eguali      / 

nnr  nnatrn«.înnA.  /7D  p.nmnnfl    a       A 


/ 

* 


\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 


per  costruzione,  CD  comune,  e     A  d b 

gli  angoli  compresi  ACD,  BCD  eguali  pure  per  costruzio- 
ne; perciô  sarà  il  terzo  lato  AD  eguale  al  terzo  lato  DB. 
Dunque  il  segmento   dato  AB  è  diviso  per  meta 
nel  punto  D. 

Scouo  I.  —  In  pratica,  fatto  centro  in  A  e  B  si  descri- 
o  quattro  archi  di  circolo,  con  raggio  suûlcientemente 
ide  perché  si  taglino  in  duo  punti  G  ed  2?,  e  si  conduce 
:  il  punto  D  nel  quale  questa  retta  incontra  il  segmento 
divide  il  segmento  stesso  in  due  parti  eguali. 
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del  punto  C,  sopra  la  CB,  un  segmenta  CE  eguale 
a  CD;  poi  sopra  DE  si  oostruisca  (Prop.  I)  il  trian- 
golo  eqnilatero  DEF,  e  si  oonànca  la  CF:  voglia- 
mo  dimostrare  che  questa  retta  è  perpendicolare 
alla  AB. 

Infatti,  i  due  triangoli  DCF,  EOF  sono  eguali 
(Prop.  VIII),  perché  hanno  i  due  lati  DF,  FE  eguali 
corne  lati  del  triartgolo  equilatero  DFE}  il  lato  FC  co- 
mune,  ed  i  lati  DC,  CE  eguali  per  costruzione;  Naranno 
perciô  eguali  gli  angoli  F  CD  ed  FCE  opposti  ai  lati 
eguali,  e  perciô,  formando  la  FC  colla  AB  angoli  adia- 
cenfci  eguali,  ciascuno  di  essi  è  retto  (n°  42). 

Dunque  la  retta  FC  è  perpendicolare  alla  AB. 

Scolio  I.  —  In  pratica,  presi  due  punti  X),  E  ad  eguai 
distanza  dal  punto  dato  G  e  fatto  centro  in  questi  punti  si- 
descrivono  due  archi  di  circolo  con  raggio  sufficientemente 
grande  perché  si  taglino  in  un  punto  F  :  unendo  F  con  G 
la  FG  risulta  perpendicolare  ad  AB.  La  dimostrazione  è  iden- 
tica  a  quetla  che  abbiarao  fatta  sopra. 

Scolio  IL  —  Se  la  retta  data  AB  fosse  terminata  nel 
punto  il,  nel  quale  si  vuol  condurre  la  perpendicolare,  e  non 
si  potesse  prolungare  da  quel- 
la  parte,  potremo  procédera  nel 
modo  seguente  per  costruire  la 
perpendicolare  in  quel  punto. 
Da  un  punto  qualunque  G 
délia  AB  si  conduca  CD  per- 
pendicolare ad  AB  (Prop.  XI), 
si  prenda  CE  eguale  ad  A  C 
(Prop.  III),  e  si  conduca  (Prop. 
IX)  la  bisettrice  CF  dell'angolo 
A  CD;  poi  dal  punto  E  si  con- 
duca la  perpendicolare  a  CD 
e  sia  G  il  punto  nel  quale  que- 
sf*  perpendicolare  incontra  la 

b:     ttrice  CF;  unito  il  punto  G  col  punto  A,  la  GA  risulta 
pi    "radicolare  ad  AB. 

kfatti,  i  due  triangoli  ACG,  GCE  sono  eguali  (Prop.  IV), 
a^  o  i  lati  AC,  CE  eguali  per  costruzione,  GG  comune  e 
g]      **<*oli  ACG%  ECG,  da  essi  compresi,  eguali  per  costruzione  : 
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Scolio  I.  —  In  pratica,  col  oentro  in  G  e  raggio  CD  si 
descr ive  un  arco  di  circolo  che  tagli  la  AB  in  due  punti  G 
ed    E;    poi   da    questi 
punti  corne  centri  si  de- 
scrivono    due   archi  di 
circolo  con  raggio  suili- 
cientemente  grande,  per- 
ché  si    tagli  no    in    un 
punto  H,  e  si  unisce  C        -r 
con  H:   la   CH  à  per- 
pendicolare  ad  AB.  La 
dimostrazione   non  dif- 
ferisce  da  quella  dello 
scolio  I  délia  prop.  X.  ,,  >/v 


\ 


G\ 


y 


SE 


D- 


PEOPOSIZIONE    XIII 


TEOREMA 

TTna  retta  incontrandone  un'  altra  forma  con  essa 
due  angoli,  i  quali,  o  sono  retti,  o  danno  una  somma 
eguale  a  due  angoli  retti. 

Supponiamo  che  la  retta  AB  incontri  la  CD  ibr- 
mando  con  essa  i  due  angoli  adiacenti  ABC,  ABD:  si 
vuol  dimo8trare  che  questi,  o  sooo  ambedue  retti,  o  se 
non  lo  sono  la  loro  somma  è  eguale  a  due  angoli  retti. 

Infatti,  se  AB 
El  A/  è  perpendicolare  a 

CD7  cioè  se  i  due 
angoli  ABC,  BAD 
sono  eguali,  devo- 
no  essere  retti  am- 
bedue (n°  42). 

Se  AB  è  obli- 
qua rispetto  a  CD, 
si  conduca  dal  pun- 
B  (Prop.  XI)  la  BK  perpendicolare  a  CD  ;  allora 
angoli  ESC,  EBD  sono   ambedue  retti.  Ma  poi- 
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Corollario.  —  La  somma  di  tutti  gli  angoîi  formati  da 
più  diresioni  uscenti  da  uno 
stesso  punto  di  una  retta,  dalla 
stessa  parte  di  essa,  è  eguale 
a  due  angoli  retti. 

Infatti,  se  dal  punto  0  dél- 
ia retta  AB  sono  condotte  più 
rette  OC,  Ol)%  OE,  dalla  stessa 
parte  di  essa,  la  somma  degli 
angoli  BOE,  EOD,  DOC,  COA 
▼aie  quanto  quella  dei  due 
angoli  adiacenti  BOC,  COA,  che  è  eguale  a  due  angoli  retti. 


PROPOSIZIONE   XIV 


TKORK&IA.  (Kociprooo  al  XIII) 

Se  due  rette,  condotte  dalle  due  parti  di  una  me- 
desima  retta  da  uno  stesso  punto  di  essa,  formano  con 
questa  due  angoli  conseguenti  la  somma  dei  quali  è 
eguale  a  due  angoli  retti,  quelle  due  rette  sono  per 
diritto. 


Supponiamo  che  in  un  punto  0  di  una  retta  BO 
due  rette  AO,  OC,  non  poste  dalla  stessa  parte  di  essa, 
formino  due  angoli  conseguenti  AOBt  BOCf  la  somma 
dei  quali  sîa  eguale  a  due  angoli  retti:  si  vuol  dimo- 

strare  che  le  rette  OA,  00 
sono  per  diritto,  ossia  che  OC 
è  il  prolungamento  di  AO. 

Infatti,  supponiamo    che 

AOC  non  sia  una  linea  retta 

e  che  prolangando  AO,  il  suo 

prolungamento    cada  fuori  di 

',   per  esetnpio,  al   disotto  di  essa  in  OD.  Allora, 

ichè  la  retta  OB  incontra  la  retta  AOD,  la  somma 

i  due  angoli  adiacenti  AOB,  BOD  è  (Prop.  XIII; 

laie  a  due  angoli   retti:  ma,  per  ipotesi,   anche  la 


1  i.  __ 


c 


D 
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alla  somma  dei  due  angoli  AOD,  DOB\  togliendo  da  am- 
bedae  Je  somme  l'angolo  comune  AOD,  resta  (as s.  3°) 
l'angolo  COA  eguale  all'angolo  DOB.  Nello  stesso  modo 
si  dimostra  l'eguaglianza  dei  due  angoli  AOD,  BOC. 
Danqne  gli  aogoli  opposti  al  vertice  formati  da 
due  rette  che  si  tagliano  sono  eguali. 

Cobollaeio  I.  —  Due  rette  che  si  tagliano  formano  nel 
punto  d'incontro  Quattro  angoli  la  somma  dei  quali  è  eguale 
a  Quattro  angoli  retti. 

Infatti,  dalla  dimostrazione  fatta  risulta  che  tanto  i  due 
angoli  AOD,  J50J5,  quanto  i  due  AOC,  COB  danno  una 
somma  eguale  a  due  angoli  retti  ;  dunque  tutti  gli  angoli 
formati  intorno  al  punto  0  danno  una  somma  eguale  a  quat- 
tro  angoli  retti. 

Gorollabio  II.  —  Tutti  gli  angoli  formati  intorno  ad  un 
punto  da  più  rette  uscenti  da  esso  danno  sempre  una  somma 
eguale  a  quattro  angoli  retti. 

Poichè,  se  per  il  punto  0  si  conducono  quante  altre 
rette  si  vogliano,  divideranno  i  quattro  angoli  in  0  in  tanti 
angoli  che  sommati  daranno  una  somma  eguale  a  quei  quat- 
tro angoli  ;  e  poichè  la  somma  di  questi  è  quattro  angoli 
retti,  anche  la  somma  di  tutti  gli  altri  presi  insieme  sarà 
eguale  a  quattro  angoli  retti. 

Esercizi 

6.  Se  da  un  punto  dl  una  retta  ai  oondacoiio,  da  ana  parte  e  dall'al- 
t»  di  essa,  due  rette,  toli  ehe  due  angoli  non  oonseguenti  siano  eguali,  le 
due  rette  sono  per  diritto. 

7.  Se  quattro  diresionl  uscenti  da  un  punto  formano  quattro  angoli 
tali  che  due  non  oonsecutivi  alano  eguali  e  gli  altri  due  non  oonsecutivi 
aiano  pure  eguali ,  le  direxioni  non  oouseoutive  sono  due  a  due  in  linea 


8.  Da  due  punti  datl,  dalla  atessa  parte  di  una  retta  data,  oondurre 
due  rette  ohe  ai  incontrino  sopra  la  retta  data  e  facciano  con  easa  angoli 
eguali. 

0.  Le  blaeUrici  di  due  angoli  opposti  al  vertice  sono  per  diritto. 

ÎO.  Le  bisettrioi  di  due  angoli  adiacenti  sono  perpendicolari  fra  loro. 

11.  Se  le  bisettrioi  di  due  angoli  conseguenti  sono  perpendicolari 
*  loro,  i  due  angoli  sono  adiacenti,  cioè  i  loro  lati  non  comuni  sono  per 
ritto. 

13.  Se  4  direxioni  usoenti  da  un  punto  formano  4  angoli,  le  oui  bi- 
ttrici  sono  perpendicolari  fra  loro  duc  a  due,  le  dlrezioni  non  consecu, 
re  sono  due  a  due  in  linea  retta- 
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ai   oonduca  AH,  si   prolanghi   in    HFt   si   tagli  Hl 
egnale   ad  AH  e   si 
condaca  CL 

8i  dimostra,  co- 
rne precedentemente, 
che  l' angolo  esterno 
OCB  è  maggîore 
dell'  interno  opposto 
ABC;  ma  1' angolo 
OCB  è  eguale  al- 
Testenio  ACD  (Prop. 
XV)  perché  opposti 
al  vertice;  dunque  an- 
che V  angolo  esterno 
ACD  è  maggiore  delPinterno  opposto  ABC 

Scolio.  —  L* angolo  esterno  ACD  puô  non  essere  mag- 
giore delT angolo  interno  adiacente  ACB%  perché,  se  que- 
sto  é  retto,  i  due  angoli  risultano  eguali  fra  loro,  e,  se  r  an- 
golo interno  é  ottuso,  quello  esterno  risulta  acuto,  e  quindi 
minore  del  primo,  perché  (Prop.  XIII)  la  loro  somma  deve 
essere  eguale  a  due  angoli  retti. 


PROPOSIZIONE  XVII 


TEORKMA 


In  ogni  triangolo  la  somma  di  due  angoli,  presi  in 
qualunque  modo,  è  sempre  minore  di  due  angoli  retti. 

Sia  dato  il  triangolo  ABC:  si  vuol  dimostrare  che 
I  somma  dei  due  angoli  ABC,  ACB  é  minore  di  due 
i  oli  retti;  e  similmente  é  minore  di  due  angoli  retti 
<  rila  dei  due  angoli  CBA,  CAB,  e  quel  la  dei  due 
i     ?oli  rimanenti  BAC,  BCA. 

Si  prolunghi  il  lato  BC  in  BD.  Poichè  1'  angolo 
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esterno  ABD  è  maggiore  (Peop.  XVI)  dell*  interno  op- 

posto  ACB,  aggiungen- 
do  ad  ambedue  l'angolo 

ABC,  risulta  (ass.  4°)  la 
somma    dei   duo    angoli 

ABD,  ABC  maggiore 
délia  somma  dei  due  an- 
goli ACB,  ABC.  Ma  es- 
sendo  i  due  angoli  ABD, 
ABC  adiacenti,  la  îoro 
somma  è   eguale  a  due 

angoli  retti  (Pbop.  XIII),  dunque  la  somma  dei  due  an- 
goli ACB,  ABC  è  minore  di  due  angoli  retti. 

Analogamente  si  dimostra  che  è  minore  di  due  an- 
goli retti  la  somma  dei  due  angoli  CB A,  CAB,  e  quella 
dei  due  angoli  BCA,  BAC. 

Dunque  la  somma  di  due  angoli  di  un  triangolo,  presi 
in  qualunque  modo,  è  sempre  minore  di  due  angoli  retti. 

Corollario  I.  —  Se  ne  deduce  che  in  ogni  triangolo  nel 
guale  un  angolo  sia  retto,  o  ottuso,  gli  aliri  due  angoli  deb- 
bono  essere  acuti,  altrimenti  la  somma  di  uno  di  essi  col- 
Tangolo  retto,  o  ottuso,  farebbe  più  di  due  angoli  retti. 

Corollario  IL—  Ne  risulta  pure  che  daunpunto  esterno 
ad  una  retta  non  si  puô  condurre  a  questa  che  una  solaper- 
pendicolare, 

Infatti,  se  da  un 
puntOil  si  potessero  con- 
durre alla  retta  DE  due 
pcrpendicolari  AB,  AC, 
nel  triangolo  ABC  la 
somma  dei  due  angoli  in- 
terni ABC,  ACB  sareb- 
be  eguale  a  due  angoli 
retti,  il  che  sarebbe  in  contradizione  col  teorema  dimostrato. 

Corollario.  III.  —  Ne  viene  pure  di  conseguenza  che  » 
angoli  alla  base  di  un  triangolo  isoscele  sono  entrambi  ac  , 
giacchè,  dovendo  essere  eguali  (Prop.  V),  se  fossero  ambe  3 
retti,  od  ambedue  ottusi,  la  loro  somma  sarebbe  eguah  ) 
maggiore,  di  due  angoli  retti. 
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PROPOSIZIONE    XVIII 


TEOREMA 


In  qualunque  triangolo,  se  due  lati  Bono  diseguali, 
l' angolo  opposto  al  lato  maggiore  è  maggiore  dell'  an- 
golq  opposto  al  lato  minore. 

Nel  triangolo  ABC  sia  il  lato  i4C  maggiore  del  lato 
ÂB:  si  vaol  dimostrare  che  P  angolo  ABCf  opposto 
al  lato  maggiore  AC,  è  maggiore  delPangolo  ACB,  op- 
posto al  lato  minore  AB. 

Eesendo  il  lato  AC  maggiore 
del  lato  Alt,  per  ipotesi,  si  tagli 
(Prop.  III)  dal  lato  AC  \\  segmen- 
te AD  egnale  al  lato  minore  AB, 
e  si  conduca  BD. 

Poichè  Fangolo  ADB  è  ester- 
no  al  triangolo  BDC  è  (Prop. 
XVI)  maggiore  deîl'  angolo  in- 
terno  opposto  ACB:  e,  poichè  i 
dne  lati  AB,AD  del  triangolo  A  BD 
sono  egnali  per  costrnzione,  l'angolo  ABD  è  (Prop.  V) 
eguale  alPangolo  ADB;  dunqne  l'ansjolo  ABD  è  an- 
ch'esso  maggiore  dell'angolo  ACB.  E  poichè  Tangolo 
ABC  è  maggiore  (ass.  9°)  delTangolo  ABD,  che  è  una 
parte  di  esso,  è,  a  più  forte  ragione,  maggiore  del- 
Tangolo  ACB. 

Danqae  V angolo  ABC,  opposto  al  lato  maggiore 
AC,  è  maggiore  dell' angolo  ACB,  opposto  ail* angolo 
u>re  ACB. 


Corom.àrïo.  —  Ne  consegue  che  in  ogni  triangolo  scaleno 
'  e  tre  gli  a?)goli  sono  diseguali,  perché  sono  diseguali  i 
lati  opposti  a  questi  angoli. 
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PROPOSIZIONE    XIX 


ÏEOREMA   (Reoiprooo  ni  XVJII) 


Se  due  angoli  di  un  triangolo  sono  diseguali,  il 
lato  opposto  alP  angolo  maggiore  è  maggiore  del  lato 
opposto  ail' angolo  minore. 

Nel  triangolo  ABC  sia  l'aogolo  B  maggiore  del- 
l' angolo  C:  si  vuol  dimostrare  che  il  lato  A C,  opposto 
air  angolo  maggiore  By  è  maggiore  del  lato  AB,  op- 
posto all'angolo  minore  C. 

Infatti,  se  il  lato  AC  non  fosse  maggiore  del  lato 
AB ,    dovrebbe    essere    eguale    a  questo,    o   minore. 

Ma  AC  non  puô  essere  eguale 
ad  AB,  perche  allora  sarebbe 
(Pbop.  V)  Pangolo  ABC  eguale  al- 
l' angolo  A  CB,  il  che  non  è.  Ne 
puô  essere  il  lato  AC  minore  del 
lato  AB,  perché  allora  sarebbe 
(Pbop.  XVIII)  l'angolo  B,  oppo- 
sto al  lato  minore  AC,  minore 
delP  angolo  C,  opposto  al  lato 
maggiore  AB,  il  che  è  ancora  in  contraddizione  col- 
Pipotesi;  quindi,  non  potendo  il  lato  AC  essere  eguale 
al  lato  AB,  ne  minore  di  questo,  deve  essere  mag- 
giore. 

Dunque  il  lato  AC,  opposto  ail'  angolo  maggiore 
B,  deve  essere  maggiore  del  lato  AB,  opposto  air  an- 
golo minore  C. 

Corollario.  —  In  ogni  triangolo  reltangolo  U  lato  m 
giore  è  l'ipotenusa,  perché  opposto  air  angolo  retto,  che  è 
maggiore  fra  tutti  gli  angoli  del  triangolo  (Prop.  XV 
Cor.  i°);  ed  in  ogni  triangolo  ottusangolo  il  lato  maggior* 
qiiello  opposto  aU9angolo  ottuso  per  la  stessa  ragione. 
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PllOPOSIZIONE  A 
TEOREMA 

Se  da  un  punto  preso  fuori  di  una  retta  conduciamo  ad 
essa  il  segmente  perpendicolare  e  différerai  segmenti  obliqui  : 
1°  Il  segmenta  perpendicolare  è  minore  di  qualunque 
segmento  obliquo; 

2°  Due  segmenti  obliqui  che  incontrano  la  retta  in  punti 
equidistanti  dal  piede  délia  perpendicolare  sono  eguali  ; 

3°  Di  due  segmenti  obliqui  che  incontrano  la  retta  in 
punti  disegualmente  distanti  dal  piede  délia  perpendicolare, 
quello  che  la  incontra  nel  più  lantano  è  il  maggiore. 

Ie  Siano  OC  perpendicolare  ed  OD  obliqua  rispetto  alla 
retta  A Bi  nel  triangolo  0(72),  rettangolo  in  C,  Pipotenusa  OD 
è  maggiore  del  cateto  OC.  (Pro  \  XIX.  Cor.) 

2°  Si  prenda  CE  eguaîe  a  CD  e  si  unisca  0  con  E;  i 
due  triangoli  OGD,  OCE,  avendo  il  lato  OC  comune,  il  lato  CD 
eguale  al  lato  CE,  e  gli  angoli  compresi  OGD,  OCE  eguali, 
perché  retti,  sono  eguali  (Prop.  IV),  e  perciô  OD  =  OE. 

3°  Si  prenda  sopra  AB  il  segmento  CF  maggiore  di  CD,  c 
si  unisca  0  con  F:  si  vuol  dimostrare  che  OF  è  maggiore  di 
OD.  Preso  11  segmento  CE 
eguale  a  CD  e  con  dot  ta  O 

OE,  è  (2)  OE  eguale  àd  /jy^ 

OD;  ora,  Pangolo  OEF, 
esterno  al  triangolo  OCE, 
è  maggiore  (Prop.  XVI) 
dell'interno  non  adia- 
cente  OCE,  che  è  retto  ;  A. 
dunque  Tangolo  OEF 
è  ottuso  e  nel  triangolo 

OEF  il  lato  maggiore, (Prop.  XIX.  Cor.)  è  OF:  dunque  OF  è 
maggiore  di  OE,  e  perciô  anche  di  OD,  che  è  eguale  ad  OE. 

Corollario.  I.  —  Per  distansa  di  un  punto  dauna  retta 
si  deve  perciô  intendere  il  segmento  perpendicolare  con- 
dotto  da  quel  punto  alla  retta  stessa,  perché  é  minore  di  qua- 
lunque altro  segmento  condotto  dal  punto  alla  retta. 

Corollario  II.  —  Da  un  punto  preso  fuori  di  una  retta  si 
%  tono  condurre  a  questa  retta  due  soli  segmenti  obliqui 
e     ali. 

Corollario  III.  —  Le  reciproche  del  teorema  précédente 
c  o  evidenti,  perché  questo  teorema  dimostra  che  due  oblt- 
<\    i  hanno  fra  loro  la  stessa  relazione  délie  distanze  dei  loro 

Elément*  d'  £uclide.  4 
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suo  prokiDgamento  (Prop.  III)  AD  eguale  ad  AC,  e  si 
conduca  CD. 

Il  triangolo  ACD  è  n 

isoscele,  perché  i  due  lati  „'7 

AC,  AD  sono  eguali,  e  .      ,*'' 

perciô  (Prop.  V)  gli  an-  s<^ 

goli  alla  base  A  CD,  ADC  s^      \      * 

devooo  essere  eguali  fra  yS  \ 

loro  :    dunque    1'  angolo        ^^ j^ 

BCD,    che   è    maggiore 

(ass.  9°)  dell' angolo  ACD,  parte  di  esso,  deve  essere 
anche  maggiore  dell' angolo  BDC.  Allora  nel  triangolo 
DBC)  essendo  V  angolo  BCD  maggiore  delF  angolo 
BDC,  ed  essendo  ail'  angolo  maggiore  opposto  (Prop. 
XIX)  il  lato  maggiore,  deve  essere  il  lato  BD  maggiore 
dei  lato  BC.  Ma  poichè  AC  è  eguale  ad  AD,  è  (ass.  2°) 
la  somma  di  BA,  AD,  ossia  BD,  eguale  alla  somma 
dei  lati  BA,  AC]  e  quindi  avendo  diu.ostrato  che  BD 
è  maggiore  di  BC,  è  pure  la  somma  dei  lati  BA,  AC 
maggiore  di  BC. 

Analogamente  si  dimostra  che  la  somma  doi  lati 
AB,  BC  è  maggiore  di  AC,  e  che  la  somma  dei  lati  AC, 
CB  è  maggiore  di  AB. 

Dunque  la  somma  di  due  lati  di  un  triangolo, 
presi  in  qualunque  modo,  è  sempre  maggiore  dei  lato 
rimanente. 

Scolio.  —  È  évidente  che  basta  dimostrare  questa  pro- 
priété per  la  somma  dei  due  lati  medio  e  minore,  perché  essa 
rap présenta  la  somma  minima  di  due  lati  dei  triangolo;  e, 
se  il  teorema  e  vero  per  questi  due,  a  più  forte  ragione  è 
Yero  per  due  altri  lati  qualunque. 

Corollario  I.  —  Risulta  dal  teorema  dimostrato,  corne 
c  eguenza  necessaria,  che  un  lato  qualunque  di  ogni  trian- 
i       è  maggiore  délia  differenza  degli  altri  due. 

È  évidente  che  basta  dimostrare  questa  proprietà  per  il 
l  •  medio  rispetto  alla  differenza  fra  il  lato  maggiore  ed  il 
i  ore,  perché  questa  è  la  differenza  massima  che  possa 
i     rsi  fra  due  lati  di  un  triangolo.  Cosl  nella  nostra  figura, 
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per  la  stessa  ragione,  GK  eguale  a  G  H,  costruito 
eguale  a  c,  è  OK  egaale  a  c.  I  tre  lati  FKf  FGt  KG, 
sono  dunque  rispettivamente  eguali  ai  tre  segmenti 
dati  a,  6,  c. 

Scouo.  —  In  pratica,  preso  sopra  una  retta  indéfini  ta  un 
segmenta  DE  eguale  ad  a,  fatto  centro  in  D  ed  in  ^  con 


H 


1> 


raggi  eguali  rispettivamente  a  c  e  b  si  descrivono  due  ar- 
chi  di  circonferenza  ed  unito  il  punto  F,  nel  quale  si  tagliano 
con  D  e  eon  E>  si  ha  il  triangolo  richiesto,  corne  risulta  evi- 
dentemente  dalla  costruzione  fatta. 

Esercizi 

3L  Da  un  punto  dato  oondurre  tre  segmenti  egnali  rispettivamente  a 
tre  segmenti  dati,  in  modo  ohe  i  loro  estreml  aiano  in  linea  retta  o  a  di- 
•tanae  egoaU  fr»  loro.  (Bi  coitruUca  un  triangolo  con  dus  dei  tegmenti  dati 
ê  con  un  êogmento  oguaU  al  doppio  del  terzo;  H  divida  por  meta  quut'ul- 
txmo,  eoo,). 


PEOPOSIZIONE   XXIII 

PROBLEMA 

Con  una  retta  data,  in  un  punto  dato  di  essa,  co- 
.uire  un  angolo  eguale  ad  un  angolo  dato. 

Sia  BAC  V angolo  dato,  PQ  la  retta  data  ed  E  il 
into  dato  in  essa:  si  vuol  formare  con  questa  retta 
1  punto  22  un  angolo  egnale  ail*  angolo  dato  BAC, 


r 


VIII)  eguali,  e  perciô  l'angolo  LEF  è  egaale  ail*  an- 
golo  A,  perché  opposti  a  lati  eguali. 

Danque  nel  panto  E  délia  retta  PQ  si  è  costruito 
l'angolo  LEF  egnale  all'angolo  dato  BAC. 

Sgolio.  —  In  pratica,  se  A  è  l'angolo  dato,  ED  la  retta 
data  ed  E  il  panto  dato,  oon  centro  in  E  ed  A  e  con  lo  stesso 
raggio  arbitrario  AB,  si  descrivono  due  archi  di  ciroolo  GD% 
BCy  e  con  centro  in  D  e  raggio  BO  si  descriye  un  arco  che 


tagli  DG  nel  punto  F:  conducendo  EF,  l'angolo  FED  è  eguale 
all'angolo  dato  A,  perché  u  non  do  D  con  F  e  B  con  C,  i 
triangoli  ottenuti  F^D,  CAB  sono  eguali,  per  avère  i  tre  lati 
rispettivamente  eguali. 


Esercizi 


32.  Contraire  nn  triangolo  dati  due  lati  e  l'angolo  compreso. 

23.  Contraire  un  triangolo  datt  dae  lati  e  l'angolo  opposto  ad  uno  di  eani. 

24.  Contraire  on  triangolo  dato  un  lato,  an  angolo.adlacento  e  la  sora- 
j,  o  la  dlfferenaa,  degli  altri  dae  lati. 


;giore  dell'angolo  &ijk.  We  ri  en  i  ta   ciie  nei  tnan- 
(  a  EGF  il    lato  EQ,   opposto  ail' angolo  niaggiore 
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Dunque,  non  potendo  l'angolo  A  essere  ne  eguale 
all'angolo  D,  ne  minore  di  questo,  deve  essere  maggiore. 

Scolio.— Questo  teorema  discende  immediatamente  anche 
corne  corollario  délie  proposizioni  IV  e  XXIV  per  la  leggo 
délie  inverse. 


PROPOSIZIONE  XXVI 

TEOREMA 

Se  due  triangoli  hanno  due  angoli  rispettivamente 
eguali  ed  un  lato  eguale,  che  sia  o  quello  adiacente  agli 
angoli  eguali,  o  quello  opposto  ad  uno  degli  angoli 
eguali,  sono  eguali. 

1°  Sîano  i  due  triangoli  ABC,  DEF,  nei  quali 
gli  angoli  B  ed  ACB  del  primo  sîano  egnali  rispetti- 
vamente agli  angoli  E  eà  F  del  secoudo,  ed  il  lato 
BC  adiacente  agli 
angoli  B  ed  ACB 
eguale  al  lato  EF 
adiacente  agli  an* 
goli  E  ed  F:  si 
vnol  dimostrare  che 
i  due  triangoli  sono 
egnali,  cioè  che  hanno  egnali  rispettivamente  i  lati 
opposti  agli  angoli  egnali,  ossia  AB  a  DE,  AC  a  DF} 
e  l'angolo  rimanente  A  eguale  al  rimanente  angolo  D. 

Supponiamo,  infatti,  che  il  lato  AB  non  sia  eguale 
al  lato  DE  e  sia,  se  è  possibile,  AB  maggiore  di  DE; 
si  tagli  da  AB,  a  partire  da  B  (Prop.  III),  il  segmento 
BG  eguale  al  lato  minore  DE  e  si  conduca  GC,  I 
due  triangoli  GBC}  DE  F  sarebbero  eguali  (Prop.  IV), 
pe  hè  avrebbero  i  lati  BC,  EF  eguali  per  dato,  i 
lat  BG,  ED  eguali  per  costrazione  e  gli  angoli  com- 
pr»  n  da  essi  B  ed  E  eguali,  pure  per  dato  ;  dovrebbe 
qu  di  essere  l'angolo  GCB  eguale  al  Tan  go  lo  DFE\ 
ma  per  ipotesi,  l'angolo  DFE  è  eguale  aU'angolo  ACB; 
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dunque  dovrebbe  esse 

all'angolo  AU  H,  il  ch 
non  puô  esaere  il    lati 

Stoaso  modo  ai  dîmOStla  vu»  uuu  puu  ognxg  ao  luiouro 

di  DE,  e  perciô  i  duo  lati  debbono  essore  egaali.  Al- 
lora,  i  due  triaDgoli  ABC,  DEF,  avendo  i  lati  AB,  BC 
egaali  rispettivamento  ai  due  lati  DE,  EF  ed  eguali 
gli  angoli  oompresi  da  queati  lati,  eono  (Prop.  IV) 
egaali. 

Dunque  il  lato  AC  é  pure  eguale  al  lato  DF,  a 
l'angolo  A  del  primo  triangolo  à  eguale  all'angolo  I)  del 
soc  on  do. 

2"  Siano  ora  nei  due  triangoli  gli  angoli  B,  C 
del  primo  eguali  rispettivameute  agli  angoli  E,  F  del 
seconde  e  siano  pure  eguali  i  lati  AB,  DE  opposti 
agli  angoli  egaali 
V,  F  ;  si  vuol  di- 
ico  Ht  rare  che  i 
lati  rimanenti  sono 
eguali,  cioè  il  lato 
AC  eguale  al  lato  I 
DF,  il  lato  BCi 
ogualo  al  lato  EF,  e  l'angolo  BAC  all'angolo  EDF.     I 

Infatti,  se  il  lato  BC  non  è  eguale  al  la1 
uno  di  essi,  per  os.  BC,  aarà  maggioro  dell'alt 
lora  si  tagli  (Peop.  IIIj  da  BC  un  segment 
eguale  ad  EF,  e  si  conduca  AH. 

I  due  triangoli  ABU,  DEF  sarsbbero 
(Prop.  IV)  per  avère  i  lati  AB,  DE  eguali  pet 
i  lati  BH,  EF  eguali  per  costruzione  e  gli  ango 
presi  ABH,  DEF  eguali  per  dato:  dunque  s 
l'angolo  A I1H  eguale  all'angolo  DFE;  ma  l'angol 
è  eguale  all'angolo  ACB,  per  ipoteei:  dunque  do 
essore  (nnx.  1")  1'  angolo  AHB  eguale  ail'  angolo 
ossia  l'angolo  AHB  esterno  al  triangolo  AHC 
all'interno  oppoato  ACH,  il  eue  (Pbop.  XVI)  è 
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aibile  :  dunque  il  lato  BC  non  puô  essere  maggîore 
del  lato  EF.  Nello  stesso  modo  si  dimostra  ohe  non 
puô  eseere  EF  maggîore  di  BC;  dunque  i  doe  lati  BC 
ed  EF  debbono  eeaere  eguali.  Allora  i  due  triangoli 
ABC,  DEFj  avendo  i  due  lati  AB,  BC  eguali  rispet- 
tivamente  ai  due  lati  DE,  EF  e  gli  angoli  compreai 
B  ed  E  eguali,  sono  (Puop.  IV;  eguali  ;  e  j>erô  il 
lato  AC  è  eguale  a  DF  e  l'angolo  rimanente  BAC  al- 
l'angolo  rimanente  EDF. 

Scolio.  —  La  prima  parte  di  questo  teorema  ooatituisce 
la  reciproca  délia  proposizione  IV. 

Cobollakio. — Due  triangoli  rettangoli  sono  eguali  quando 
hanno  V  ipotenusa  ed  un  angolo  acuto  eguali,  oppure  quando 
hanno  un  catelo  ed  un  angolo  acuto  eguali  ;  giacchè,  avendo 
egaale  anche  l'angolo  retto,  hanno  un  lato  e  due  angoli 
eguali,  quindi  si  trovano  nell'uno  o  neiraltro  dei  due  caai 
eonaiderati  nel  teorema  dimostrato  eopra. 


PROPOSIZIONE  B 

TEORKMA 

Se  due  triangoli  hanno  due  lati  rispettivamente  eguali 
ed  un  angolo  non  compreso  fra  quesli  lati  egudlet  e  di  pià 
Valtro  angolo  non  compreso  è  in  ambedue  délia  stessa  specie, 
i  due  triangoli  sono  eguali. 

Supponiamo  che  i  due  triangoli  A  BC,DEF  abbiano  11  lato 
AB  eguale  al  lato  DE,  il  lato  AC  eguale  al  lato  DF,  Y an- 
golo B  eguale  air  angolo  E,  e  gli  angoli  C  ed  F  siano  in 
ambedue  ottusi,  retti,  o  acuti:  dobbiamo  dimostrare  che  i 
due  triangoli  sono  eguali,  cioè  che  anche  il  lato  BC  è  eguale 
al  lato  EF,  Y  angolo 

.4  ali'angolo  D  e  Tan-  A.  B 

golo  C  ali'angolo  F. 
Supponiamo,  infatti, 
oh  il  lato  BC  non 
sia  çuale  al  lato  SF, ; 
et  ,  se  è  posai  bile, 
BC  roaggiore  di  EF; 
ail  'a,  preso  BH 
egi    'e  ad  EF,  si   unisca  A  con  H:  i   due  triangoli   ABU, 

EUmenti  d'  Euclide.  6 


o  all'ipotesi:  dunque  non  puè  essere  il  lato  BC  maggiore 
F.  Analogamente  si  dimostra  che  non  puo  essere  BC  mi- 
di  EF,  e  quindl,  dovendo  essere   BC  egu&le  ad  £f,  i 
triangoli  dati  vengono  ad  avère  i  tre  lati  rispettivaraenU 
11,  e  perciô  sono  (Pnop.  Vlll)  eguali. 
îonou.ARIO.  —  Due  triangoli  rettimgoli  sono  eguali  quan- 
inno  l'ipotenusa  ed  un  cateto  rispettivamente  eguali,  giae- 
lue  triangoli  rcttangoll  hanno  sempre  un  angolo  egutle, 
è  quello  retto,  e  gli  altrl  angoli  délia  stessa  specie,  per-   ! 
icutl,  e  quindi  se  hanno  l'ipotenusa  ed  un  catelo  rispet- 
nente  eguali   soddisfano  aile   condizioni    contenu  te  nel-   : 
inoiato  del  teorema  précédente. 

ÎCOMO  QEMERALE.  — Dalle  proposizioni  IV,  VIII,  XXVI,  B 
ta  che,  perché  due  triangoli  qualunque  siano  eguali,  è 
izlone  necessaria,  che  abbiano  tre  élément!  rispetlivi- 
a  eguali,  purchè  fra  questi  elementi  vi  sia  almeno  un  : 
e,  nel  caso  che  si  tratti  di  due  lati  e  di  un  angolo,  che  I 
to  sia  compreso  fra  i  lati  eguali,  o,  se  è  oppoeto  ad  uno  di 
che  l'ai  tre  angolo  non  comproso  sia  delta  medesimaspetic  1 
lue  triangoli.  Tutte  le  volto  quindi  che  dobba  dimostrani  | 
laglianza  di  due  triangoli  conviene  assicurarsi  prima  di  ' 
'  etie  abbiano  un  lato  eguate,  e  cereare  poi  di  atabilirc  i 
jaglianza  di  altri  due  elementi  appartenenti  ad  essi.  Se 
ingoli  sono  isosceli,  o  rettangoli,  basta  t'eguaglianza  di  ■ 
eloraenti  similmenle  disposti  per  dedurne  l'cguagliariu  ; 
riangoli  slessi,  purcliè,  al  solito,  vl  sia  almeno 
[H  elementi  eguali. 


PROPOSIZIONE   C 


Se  per  il  punto  di  matin  di  un  segmenta  si  comh 
aulicotait  a  questo  : 
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1*.  Qualunque  punto  délia  perpendicolare  è  equidislanle 
dagli  estremi  del  segmento  ; 

2°.  Qualunque  punto  preso  fuori  délia  perpendicolare  è 
disegualmenle  distante  dai  due  estremi  del  segmento, 

1*.  Sia  AB  un  segmento  e  la  GE  perpendicolare  ad  esso 
nel  8uo  punto  di  mezzo  C:  dobbiamo  dimostrare  che  tutti  i 
pnnti  di  GE  sono  egual mente  di- 
stanti  da  A  e  da  B.  Preso  un  punto 
qualunque  D  sopra  la  perpendi- 
colare, si  unisca  con  A  e  con  B: 
le  due  oblique  DA  e  DB,  essendo 
egualmente  distant!  dal  piede  délia 
perpendicolare  CG%  (Pkop.  A.  1°) 
sono  eguali,  e  quindi  il  punto  D  è 
equidistante  da  A  e  da  B. 

2°.  Sia  F  un  punto  estera o 
a  GE:  dobbiamo  dimostrare  che  ^^ 

questo  punto  è  disegualmente  distante  da  A  e  da  B.  Si 
conducano  FA  ed  FB  :  essendo  i  punti  F  ed  A  da  bande  op- 
poste  délia  GE,  la  AF  incontra  GE  nel  punto  E,  e,  unendo  E 
con  B,  le  distanze  EAy  EB  debbono,  per  il  1°  caso,  essere 
eguali.  Ma  nel  triangolo  FEBsi  ha  FB  minore  di  FE  più  EB, 
ossia  FB  minore  di  FE  più  EA,  cioè  FB  minore  di  FA  ;  quindi 
il  punto  F  è  disegualmente  distante  dai  punti  A  o  B. 

Scolio.  —  Quando  tutti  i  punti  di  una  figura  soddisfano 
ad  una  ccrta  condizione,  mentre  i  punti  che  non  apparten- 
gono  a  quel  la  figura  non  soddisfano  a  quelia  condi/ione,  si 
dice  che  quelia  data  figura  è  il  luogo  dei  punti  che  godono 
délia  propriété  di  oui  si  tratta.  Ne  risulta  che  dall'aver 
dimostrato  che  tutti  i  punti  di  una  linca  godono  una  data 
propriété,  non  si  puô  logicamente  inferire  cho  quelia  linea  è 
il  luogo  dei  punti  che  soddisfano  a  quelia  propriété,  ma  bi- 
sogna  altresl  aver  dimostrato  la  proposizione  contraria,  cioè 
che  i  punti  fuori  di  quelia  linea  non  verifleano  quelia  certa 
propriété,  oppure  la  proposizione  reciproca,  cioè  che  i  punti 
che  godono  di  questa  propriété  debbono  trovarsi  sopra  la 
linea  di  cui  si  tratta. 

Ne  consegue  che,  chiamando  asse  di  un  segmento  la  per* 
p  Licolare condotta  ad  esso  nel  suo  punto  di  mezzo,  il  teorema 
p  îedente  puô  enunciarsi  cosi  :  il  luogo  dei  punti  di  un  piano 
e*  Idisianti  da  due  punti  dati  nel  piano  slesso  è  r  asse  del 
st     tento  cJie  unisce  i  due  punti  dati. 

Gvidentemente,  per  quanto  abbiamo  osservato  prima,  sa- 
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Soolio  I.  —  Risulta  da  queste  due  proprietà  che  il  luogo 
dei  punti  del  piano  di  un  angolo  equidistanti  dai  lati  del- 
V  angolo  è  la  bisettrice  di  questo. 

Osserviamo  che,  per  giungere  a  questa  stessa  conclu- 
sion^ ai  poteva,  al  solito,  dopo  aver  dimostrato  che  tutti  i 
punti  délia  bisettrice  di  un  angolo  sono  equidistanti  dai 
Iati  dell'angolo,  dimostrare  la  verita  délia  proposizione  reci- 
proca,  in  luogo  délia  contraria,  oioè  ohe  se  un  punto  del  piano 
di  un  angolo  ô  equidistante  dai  lati  delT  angolo  deve  appar- 
tenez alla  bisettrice  di  questo. 

Soolio  II.  —  Il  teorema  preoedente  pu6  essere  reso  più 
générale:  infatti,  considerando  le  due  rette  AB,  CD  che  si 
tagliano,  i  punti  del  piano  equidistanti  da  esse  sono,  per  il 
teorema  précédente,  sopra  le  bisettrici  OAf,  OP%  ON%  OR  dei 
quattro  angoli,  due  a 
due  opposti  al  vertice, 
COA9  AOD,  DOB,  BOC 
formati  dalle  rette.  Ora, 
le  bisettrici  OM,  ON 
sono  in  linea  retta.  In- 
fatti, la  somma  de1  due 
angoli  adiacenti  MOD% 
MOC  (Prop.  XIIJI)  è 
eguale  a  due  angoli  ret- 
ti  ;  ma  l'angolo  MOC  è 
eguale  all'angolo  DON, 
perché  meta  dei  due  angoli  COA%  DOB  eguali,  perché  opposti 
.al  vertice  (Prop.  XV)  ;  dunque  la  somma  degli  angoli  MOD% 
DON  è  eguale  a  due  angoli  retti  e  conseguentemente  (Prop. 
XIV)  le  direzioni  MO ,  ON  sono  opposte,  e  la  MN  è  una 
retta:  analogamente  si  dimostra  che  sono  in  linea  retta  OP 
ed  OR.  Di  più,  poichè  la  somma  de'due  angoli  adiacenti  AOD, 
DOB  è  eguale  a  due  angoli  retti,  l'angolo  PON  somma  délie 
loro  meta  deve  essere  retto;  dunque  le  bisettrici  MN  e  PR 
sono  perpendicolari.  Possiamo  dunque  enunciare  il  teorema 
précédente  in  questo  modo  più  générale:  il  luogo  dei  punti  del 
piano  equidistanti  da  due  rette  che  si  tagliano  è  costituito  dalle 
bisettrici  degli  angoli  opposti  al  vertice  formati  da  queste  rette. 


Esercizi 

25.  Le  perpendicolari  innakate  nei  punti  di  mezzo  ai  tre  lati  di  on 
triangolo  conoorrono  in  nn  punto. 

86.  Datt  due  segment!  egnaU  eittiatt  in  posizione  dêterminata,  tro- 
tare  on  punto  che  eon  osai  detormiiii  duo  triangoll  eguali. 
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e  l'altro  estorno,  ma  dalla  stessa  parte  délia  retta  sécante  e 
non  adiacenti.  Tali  sono,  per  esempio,  le  coppie  h  ed  n,  g 
ed  m,  h  ed  o,  l  ed  r. 

3°  Si  dicono  alterni  interni  due  angoli  interni,  non  si- 
tuati  dalla  stessa  parte  délia  sécante  e  non  adiacenti,  corne 
h  ed  r,  o  h  ed  m;  e  alterni  esterai  gli  angoli  esterai,  non 
situati  dalla  stessa  parte  dalla  sécante  o  non  adiacenti,  como 
g  ed  o,  o  l  ed  n. 

4°  Si  chiamano  coniugati  interni  due  angoli  interni 
dalla  stessa  parte  délia  sécante,  corne  h  ed  m  o  â  ed  r,  e  co- 
nhigati  esterni  due  angoli  esterai  situati  dalla  stessa  parte 
délia  sécante,  corne  g  ed  n,  o  l  ed  o. 

55.  Postulato  delle  parallèle.  —  Z)we  reJte  tagliate  da 
una  ter  ta  si  incontrano  da  quella  parte  délia  sécante  dalla 
quale  la  somma  degli  angoli  coniugati  inlerni  è  minore  di 
due  angoli  retti. 

PROPOSIZIONE  XXVII 


TEOREMA 

Se  due  rette  incontrate  da  una  terza  formano  con 
essa  gli  angoli  alterni  in  terni  eguali,  sono  parallèle. 

Supponiamo  che  la  retta  EF,  incontrando  le  due 
rette  ABy  CD,  formi  con    esse   gli    angoli  alterni  in- 
terni AEFt  EFD  eguali  fra  loro  : 
si   vuol    dimo8trare   che   le    due 
rette  AB}  CD  sono  parallèle. 

Infatti,  se  non  fossero  tali, 
prolungate  indefinitamente  do- 
vrebbero  incontrarsi,  e  suppo-  ç 
nendo  che  qnesto  possa  accadere 
dalla  parte  delle  direzioni  EB1 
FD7  sia  G  il  pnnto  nel  quale  le  due  rette  si  tagliano. 

Poiehè  abbiamo  supposto  che  l'angolo  AEF  sia 
i  de  ali'angolo  EFG,  e  la  figura  EFG  è  un  trian- 
i     j,  sarebbe  l'angolo  AEF,  esterno  al  triangolo  EFG, 

<  de  al  suo  interno  opposto  EFG,  il  che  (Prop.  XVI) 

<  surdo  :  danque  le  due  rette  AB,    CD   prolungate 
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terni),  per  es.  BGH}  GHD,  sia  egaale  a  due  angoli 
retti:  vogliamo  dimostrare  che  le  due  rette  ABt  CD 
sono  parallèle. 

Poiohè  la  somma  degli  angoli  BGHf  GHD  è  egaale 
a  due  angoli  retti  per  ipotesi,  ed  è  pure  egaale  a  due 
angoli  retti  (Prop.  XIII)  la  somma  dei  due  angoli  adia- 
centi  BGH,  AGH,  ne  consegne  (ass.  1°)  che  la  somma 
dei  due  angoli  BGH,  GHD  è  eguale  alla  somma  dei  due 
angoli  BGH,  AGE:  togliendo  quindi  da  ambedue  le 
somme  l'angolo  comune  BGH,  resta  (as 8.  3°)  l'angolo 
GHD  egaale  all'angolo  AGH:  ma  questi  due  angoli 
sono  alterna  interni  rispett  <  aile  rette  AB}  CD  tagliate 
dalla  EF:  dunque  (Prop.  XXVII)  le  due  rette  sono 
parallèle. 

Corollario.  —  Se  due  rette  tagliate  da  una  terza  formano 
con  essa  due  angoli  coniugaH  esterni  supplementari,  le  due 
rette  sono  parallèle» 

Infatti,  essendo  questi  angoli  suppleinenti  di  due  angoli 
coniugati  interni,  ne  risulta  che  anche  la  somma  di  questi 
deve  essere  eguale  a  duo  angoli  retti,  e,  per  il  teorema  di- 
mostrato,  le  due  rette  devono  essere  parallèle. 


PKOPOSIZIONE  XXIX 


TEOREMA  (Reciprooo  al  XXVII  e  al  XXVIII) 

Due  rette  parallèle  tagliate  da  una  terza  formano 
con  essa  gli  angoli  altérai  interni  eguali;  gli  angoli 
corrispondenti  eguali;  e  gli  angoli  conjugati  interni 
supplementari. 

1°  Sia  la  retta  EF  ohe  incontra  le  due  rette  pa- 
liele  AB,  CD:  si  vuol  dimostrare  che  gli  angoli  al- 
i*ni  interni  AGH,  DHG  sono  eguali. 

Infatti, se  non  sono  eguali  uno  di  essi  sarà  maggiore, 
supponiamo,  se  è  possibile,  che  sia  l'angolo  AGH  mag- 
>re  dell'angolo  GHD:  aggiungendo  ad  ambedue  l'an- 
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EGB  è  eguale  al  suo  coma  pond  en  te  GHDt  aggiun- 
gendo  ad  ambedae  l'aDgolo  BGH,  sarà  (ass.  2°)  la 
somma  degli  angoli  EGB,  BGH,  eguale  alla  somma 
dei  due  angoli  BGH,  GHD  :  ma  la  somma  dei  due 
angoli  adiacenti  EGB,  BGH  è  (Prop.  XIII)  eguale  a 
due  angoli  retti;  dunque  anche  la  somma  dei  due  &n- 
goMBGH,  GHD  è  eguale  a  due  angoli  retti. 

Nello  stesso  modo  si  dimostra  ohe  la  somma  degli 
altri  due  angoli  AGH,  GHC  è  eguale  a  due  angoli  retti; 
il  che  risulta  anche  dall'essere  questi  angoli  supple- 
menti  degli  altri  due. 


Corollario  I.  —  Gli  angoli  alterni  esterni  formati  da  due 
rette  parallèle  con  una  trasversale  sono  pure  eguali,  perché 
eguali  rispettivamente  agli  alterni  interni,  corne  loro  oppo- 
sa* al  vertice;  e  la  somma  degli  angoli  coniugati  esterni  è 
pure  eguale  a  due  angoli  retti,  perché  sommati  con  i  rispet- 
tivi  angoli  adiacenti  interni,  la  somma  dei  quali  abbiamo  di- 
mostrato  essere  eguale  a  due  angoli  retti ,  formano  fra  tutti 
quattro  angoli  retti. 

Corollario  II.  —  8e  due  rette  sono  parallèle  ed  una  di 
esse  è  perpendicolare  ad  una  retta,  anche  Valtra  deve  essere 
perpendicolare  alla  stessa  retta. 

Se  le  rette  HK,  LN  sono  parallèle  ed  HK  é  perpendico- 
lare ad  ABy  anche  LN  deve  essere  perpendicolare  ad  AB; 
perché  V  angolo  HCD%  che  é 
retto  per  ipotesi,  deve  essere 
eguale  al  suo  corrispondente 
LDB,  e  quindi  questo  pure  é 
retto,  ossia  la  retta  LD  é  per- 
pendicolare ad  AB.  £-1 =-j g- 

Reciprocamonte:  due  rette  & 
perpendicolari  ad  una  stessa 
retta  sono  parallèle  fra  loro  ; 
perché,  se  HK  ed  LN  sono 

bedue  perpendicolari  ad  A  B, 

angoli  HCD,  LDB  sono  retti,  e  perô  eguali  ;  ma  sono  corri- 

ndenti  rispetto  aile  rette  HK,  Ltftagliate  dalla  AB,  dun- 
i  (Prop.  XXVI 11-1°)  quelle  due  rette  devono  essere  parallèle. 

Corollario  III.  — Z^  perpendicolari  conduite  in  punti  qua~ 

lue  a  due  rette  che  si  incontrano  concorrono  in  un  punto. 


H 
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EF,  gli  aogoli  alterni  interni  AGH,  OUF  sono  eguali 
(Pkop.  XXIX.  1°):  di  più,  poichè  la  MN  incontra  le 
parallèle  CD,  EF  gli  angoli  corrispondenti  OHF,  OKD 
bodo  eguali  (Prop.  XXIX.  2°);  dunque  {ass.  i°)gli  an- 
goli AGH,  OKD  sono  eguali  fra  loro  ;  ma  questi  an- 
goli sono  alterni  in  terni  rispetto  aile  rette  AB,  CD  ta- 
gliate  dalla  MN;  dunqae  (Prop.  XXVII)  le  due  rette 
AB,  CD  sono  parallèle. 


PKOPOSIZIONE  XXXI 


PBOBLEMA 

Per  un  punto  dato  conduire  la  parallela  ad  una 
retta  data. 

Sia  A  il  punto  dato  ed  MN  la  retta  data  :  si  vuol 
conduire  per  il  punto  A  la  parallela  alla  retta  MN. 

Si  prenda  sopra  la  retta  MN  un  punto  qualunque  C, 
si  unisca  A  oon  C,  e  si  costruisca  sopra  la  retta  ACe  nel 
punto  A  (Prop.  XXIII) 

l'angolo  CAQ  eguale  al-      j, 4 

l'angolo  ACM;  poi  si 
prolunghi  la  retta  AQ 
in  A  P.  x -^£ y 


"^ — 
\ 


Poichè  la  retta  AC, 
incontrando   le  due  rette  MN,  PQ,   forma  gli  angoli 
alterni  interni  QAC,  ACM  eguali  fra  loro,  la  retta  PQ 
è  (Prop.  XXVII)  parallela  alla  retta  MN. 

Dunque  per  il  punto  A  abbiamo   condotto  la  retta 
J      parallela  alla  retta  MN. 

Scolio.  —  In  pratica,  condotta  la  AC,  con  centri  in  A  ed  in 
<  con  raggio  AC  si  descrivono  due  archi  di  circolo  AB,  EO, 
[      fatto  centro  in  C  con  raggio  eguale  alla  distanza  AB  si 
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descrive  un  arco  di  circolo  elle  tagli  l'aroo  CE  nel  punto  D, 
e  si  oonduce  la  AD.  Questa  retta  è  parallela  ad  MN  perdit 


gli  angoli  alterni  interni  ACB,  CAD  sono  eguali,  corne  risull* 
dalla  dimostrazione  faita  nella  costruzione  pratica  unit»  alla 
Proposîzione  XXIII. 

Corollario  I.  —  Risultadal  teorama  précédente  che  daun 
punto  non  si  puà  condurre  che  una  sola  retta  parallela  ad  wia 
retta  data;  perché  qualunque  altra  retta  conduit*  péril  punto 
A,  e  che  non  coïncida  oon  la  PO,  forma  con  la  AC  un  angolo 
maggiore  o  minore  dell'angolo  QAC,  c  porcin  dell'angolo  A  OU, 
a  cul  è  eguale  r angolo  QAC,  e  quindi  non  pu6  essere  pa- 
rallela  alla  retta  MN. 

Corollario  II.  —  Dal  corolla- 
rio  précédente  risulta  che  se  due 
rette  sono  parallèle,  ogni  retta  che 
ne  incontra  una  deae  incontrare 
anche  l'altra,  giacchè  se,  date  le 
parallèle  AB,  DC,  la  retta    MN 
che  incontra  la  prima  non  incon-        i 
trasse  la  seconda,  sarebbe  Af.Vpa-       - 
rallela  a  DC,  e  quindi  dal  punto  if  si  sa 
parallèle  alla  retta  DC,  elô  che  è  imposs 


ritOPOSIZIONE  h 

TEOBEMÀ 

Due  angoli  che  hanno  i  lati  rispci 
rivolti  ambedue  nella  tnedesima  direal 
reiioni  opposte,  sono  eguali  ;  e  due  an 
rispettivamente  paralleli,  ma  rivolti  rit. 
reiione  e  due  in  direstani  opposte,  son 
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1°.  Siano  gli  angoli  ABC,  DEF,  i  quali  abbiano  i  lati  pa- 
ralleli c  rivolli  nella  stessa  direzione:  vogliamo  dimostraro 
clio  sono  cguali. 

Prolungando  DE  flno  ad 
incontrarc  HC  nel  punto  (?,  si 
vcdc  cho  gli  angoji  DEF,  DGC 
sono  cguali  (Prop.  XXIX,  2°) 
corne  corrispondenli  rispetto 
aile  parallèle  EF,  BG  tagliate 
dalla  DG,  e  gli  angoli  DGCy 
ABC  sono  cguali,  come  corri- 
spondenli rispetto  aile  paral- 
lèle  DG,  AH   tagliate   dalla 

BC;  o  perciô  (ass.  i°)  sarà  1*  angolo  DEF  eguale   air  an- 
golo ABC. 

Se  i  due  angoli  hanno  i  lati  paralleli,  ma  rivolti  in  di- 
rozioni  opposte,  corne  ABC,    HEG:  prolungando  i  lati  del- 

V  angolo  HEG  al  di  là 

/D  del  vertice,  in  ED,  EF, 

/  si  ottiene  V  angolo  DEF, 

/  il  quale,   avendo  i   lati 

paralleli  a quelli  dell*an- 

golo  ABC  e  rivolti  nella 

v    stessa  direzione,  è  egua- 
le airangolo  ABC  e  sic- 
come  gli  angoli  DEF, 
HEG  sono  eguali,  perché 
_  _y.  opposti  al  vertice,  (Pro- 

pos. XV),  sarà  (ass.  1°) 
Y  angolo   HEG  eguale   air  angolo  ABC. 

2°.  Siano  ora  gli  angoli  ABC,  DEH,  i  quali  abbiano  i 
lati  paralleli,  ma  duc,  AB,  ED,  rivolti  nella  stessa  dire- 
zione e  gli  al  tri  due,  BC,  HE, 
rivolti  in  direzioni  opposte  :  vo- 
gliamo dîmo8trare  che  i  due 
angoli  sono  supplemcntari. 

Prolungando  il  lato  HE 

deir  angolo  DEH  al  di  là  del 

lice,  in  EF,  si  ottiene  Pan- 

o  DEF,  il  quale,  per  il  caso 

îedonte,   è  eguale  all'an- 

)  ABC;  e  siccome  P  angolo 

»'  e  il  supplomcnto  deirangolo  DEH  (Prop.  XIII)  sarà  an- 

l'angolo  ABC  il  supplemento  dolP angolo  DEH. 


u 


T 
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quale  è  eguale  air  angolo  ABC  perché  hanno  i  lati  rispet- 
tivamente  perpendicolari  e  sono  délia  stessa  specie  (1°)  ;  e 
siccome  l' angolo  DEF  è  il  supplemento  deir  angolo  DEG 
(Prop.XIII)  sarà  anche  l' angolo  ABC  il  supplemento  delTan- 
golo  DEG. 

Esercizi 

38.  Se  un  segmente  avente  i  termini  sopra  âne  rette  parallèle  è  diviso 
per  meta,  qualnnqae  altro  segmente  oondotto  per  il  pnnto  di  divisione  e 
terminât©  aile  due  parallèle  è  pure  diviso  per  meta  da  qnesto  pnnto. 

39.  In  un  triangolo  condttrre  nna  parallela  ad  nno  dei  lati  in  modo  clio 
il  segmente  di  esaa  interœttato  dagli  altri  dne  lati  sia  eguale  alla  somma 
dei  aegmenti  da  essa  déterminât!  sopra  i  lati  steesi  e  adiacenti  al  primo  lato. 

40.  La  bisettrioe  dell'angolo  esterno,  che  si  ottiene  prolnngando  i  dne 
lati  egnali  di  nn  triangolo  isosoele,  è  parallela  alla  base. 

41.  Da  nn  triangolo  isosoele  tagliare  nn  ferapezio  ohe  abbia  per  base 
msggiore  1*  base  dei  triangolo  e  gli  altri  tre  lati  egnali  fra  loro. 

42.  Trorare  il  panto  délia  base  di  nn  triangolo  dal  qnale  oondotto  le 
parallèle  ai  lati  sino  ad  incontrarli,  qneste  risnltino  egnali. 

43.  Se  dne  lati  di  nn  triangolo  sono  diaegnali,  la  bisettrice  deir  an- 
golo da  esai  oompreso  taglia  il  lato  opposto  in  dne  parti  disegnali  délie 
qoali  la  maggiore  ô  qnella  adiacente  al  lato  maggiore. 

44.  Se  nn  triangolo  ha  dne  lati  disegoali,  l'altezza  relativa  al  mag- 
giore à  pin  piccola  di  qnella  relativa  al  minore. 

45.  Da  nn  pnnto  date  fnori  di  nna  retta  data  condnrre  nna  retta  ohe 
foceia  oon  la  data  nn  angolo  egnale  ad  nn  angolo  date. 

46.  Gostrnire  nn  triangolo  eqnilatero,  date  il  sno  peiimetro. 

47.  Contraire  nn  triangolo  isosoele,  date  l' angolo  al  rertice  e  l'al- 
tezza relativa  ad  nno  dei  lati  egnali. 

48.  Costrulre  nn  triangolo  isosoele,  data  1*  altezza  relativa  alla  base 
ed  nno  degli  angoli  egnali. 

49.  Di  tutti  l  triangoli  ohe  hanno  lo  stesao  angolo  al  rertice  e  lo 
basi  dei  quali  passano  per  nno  steaso  pnnto  dato,  il  mlnimo  è  quello  la 
base  dei  qnale  è  biseeata  da  qnesto  pnnto. 


PROPOSIZIONE  XXXII 

TEOREMA 

In  ogni  triangolo  l' angolo  esterno,  ottenuto  pro- 
lnngando nn  lato  qualunque  dei  triangolo,  è  eguale 
i  somma  dei  due  angoli  interni  opposti  :  e  la  somma 
<       tre  angoli  interni  dei  triangolo  è  eguale  a  due  an- 

i  retti. 

1°  Àbbiasi  il  triangolo  ABC  e  sia  BD  il  prolunga- 
to  dei  lato  AB:  si  vuol   dimostrare   che  l' angolo 

$lementi  4' Euclid*.  0 


0  CDD  i:  eguale  alla  somma  deî  due  angoli  in- 
opposti  A  6  C. 

i  conduca  dal  vortice  H  la  retta  DE  parallels  ad 
'eop.  XXXI). 

'oiohè  AU  è  parai  1  al  a  a  BE  e  le  due  rette  sono 

rate  dalla  seoante  C'fi,  gli  augoli  alterni  ioterni    j 

C   e    Oflfi  sono   i 

,B  egualï  fra  loro    ' 

/  (Piiop.XXIX.l0): 

/  di    |iîâ,  poiché   le    i 

/  iues.Me    parallèle    < 

\/  sono   incontr&te 

i  dalla  sécante  ^/>. 

! gli    tnigoli     corri- 

spondoati  A  ed 
boiio  eguali  (l'iior.  XXIX.  2°)  e  percio  «ara 
"")  la  somma  degli  augoli  CBE,  E/iD,  ossia  l'an- 
>flterco  CBD,  eguale  alla  somma  dei  due  augoli 
i  opposti  A  e  C  dei  triangolo. 

1  Si  vuole  ora  dimostrare  «lie  la  somma  dei  tre 
interui  dei  triaugolo,   cioc    A  ,    C  ed   ABC  è 

i  a  due  augoli  retti. 

bbiamo  diniostrato  cliô  l'angolo  esterno  C/i/J  è 
>  alla  Bommu  dei  due  augoli  interui  opposti  C,  A: 
igendo  ad  ambedue  l'angolo  ABC,  s*rk  {aas.2°) 
nma  dei  due  angoli  CBD ,  ABC  eguale  alla 
i  dei  tre  angoli  C,  A,  ABC.  Ma  la  somma  dei 
jgoli  CBD,  ABC,  che  sono  adîacenti,  è  eguale 
.  XIII)  a  due  angoli  retti;  dunque  anche  la 
i  dei  tre  angoli  C,  A,  ABC  à  eguale  a  due  au- 
Btti. 


Se  due  triangoli  hanno  due  angoli  ri.  tei- 
nte eguali,  anche  il  terto  nngato  deU'uno  dette  ei  ert 
al  terso  angolo  dell'aUro. 

atti,  poichè  la  somma  dei  tre  angoli  deve  essore  in  ila- 
iangolo  eguale  a  due  angoli  retti,  la  somma  dei  tr<  an- 
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goli  del  primo  triangolo  è  {ass.  i°)  cguale  alla  somma  dei  tre 
angoli  del  secondo;  e,  togliendo  ad  ambeduo  le  somme  i  due 
angoli  ri8pettivamente  eguali  nei  due  triangoli,  i  rimanenti 
angoli  debbono  (ass.  3°)  essere  eguali. 

Cobollario  II.  —  In  ogni  triangolo  rettangolo  la  somma 
dei  dus  angoU  acuti  è  eguale  ad  un  angolo  retto,  dovendo  que- 
6ti  due  angoli  sommati  col  terzo,  che  è  retto,  dare  per  somma 
due  angoli  retti. 

Cobollario  m.  —  Giascun  angolo  aï  un  triangolo  equila- 
tero  è  due  terzi  aï  angolo  retto,  o  un  terzo  di  due  angoli  retti, 
perché  i  tre  angoli  del  triangolo  danno  per  somma  due  angoli 
retti  e  sono  tutti  eguali  fra  loro  (Prop.  V,  Cor.). 

Cobollario  IV.  —  Se  dal  vertice  C  di  tin  triangolo  equi- 
latero <4&D  si  conduce  la  perpendicoiare  Ci?  al  lato  opposto, 
si  ottengono  due  triangoli  scaleni  ABC, 
CBDy  dei  quali  ciascuno  ha  un  angolo 
retto  adiacente  alla  perpendicoiare,  ed 
uno  eguale  a  due  terzi  di  angolo  retto 
(Cor.  III),  cioè  quello  che  appartiene  an- 
che al  triangolo  equilatero:  quindi  il  ri- 
manente  angolo  acuto  deve  essere  un 
terzo  di  angolo  retto.  Evidente  mente,  in 
questa  ipotesi,  l'ipotenusa  di  uno  dei  duc 
triangoli  rettangoli  è  doppia  del  cateto  opposto  all'angolo 
acuto  eguale  ad  un  terzo  di  retto:  dunque,  se  in  un  triangolo 
rettangolo  un  angolo  acuto  è  meta  delValtro,  il  cateto  opposto 
a  quelT angolo  è  meta  deW  ipotenusa. 

Scolio.  —  Dal  corollario  III  si  deduce  la  costruzione  per 
dividere  un  angolo  retto  in  tre  parti  eguali. 

Dato  Tangolo  retto  A  BC,  sopra  un  segmento  qualunque  2? A/, 

preso  sopra  il  lato  BA,  a  par- 
X  tire  dal  vertice  Z?,  si  costruisca 

il  triangolo  equilatero  BMN 
(Prop.  I);  c,  poichè  per  il  Co- 
rollario III  l'angolo  NBM  è  due 
terzi  deir  angolo  retto  ABC, 
sarà  il  ri  manente  angolo  ABN 
un  terzo  dell'angolo  retto.  Con- 
dotta  dunque  (Prop.  IX)  la  bi- 
8ettrice  BD  dell'angolo  NBM, 
sarà  ciascuno  dei  due  angoli 
NBD,  DBM  un  terzo  dell'an- 
Igol  retto ,  perlochè  1'  angolo  retto  ABC  è  diviso  in  tre 
pai  '  eguali,  corne  si  doveva  (are. 


r 
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Un  poligono  piano  si  chiama  convesso  quando,  prolun- 
gando  uno  qualunque  dei  suoi  lati,  tutti  gli  altri  rimangono 

B 
B  A  B 


Fig.  1. 

dalla  stessa  parte  di  esso  (flg.  1)  ;  si  dice  concavo  se,  prolun- 
gando  alcuno  dei  suoi  lati,  gli  altri  rimangono  da  parti  op- 
poste  dei  lato  prolnngato  (flg.  2). 


Kg.  2. 

Si  dice  intrecciato  un  poligono  concavo  nel  quale  vi 
sono  dei  lati  che  hanno  in  comune  un  punto  che  non  è  un 
vertice:  taie  è,  per  esempio,  il  secondo  poligono  délia  figura  2. 

Si  chiama  gobbo,  o  stortoy  un  poligono  che  non  ha  tutti  i 
suoi  vertici  in  un  medesimo  piano. 

Si  chiamano  angoli  dei  poligono  gli  angoli  format!  da 
due  lati  consecutivi. 

Tra  i  poligoni  si  chiamano  regoîari  quelli  che  hanno 
tutti  i  lati  eguali  e  tutti  gli  angoli  eguali  (flg.  3). 


Fig.  3. 

Il  piano  è  diviso  dal  contorno  di  un  poligono  non  in- 

;ciato  in  due  parti,  una  limitata,  che  è  quel  la  racchiusa 

contorno,  e  l'altra  lllimitata,  che  è  al  di  fuori  di  esso: 

punto  situato  nella  prima  parte  si  dice  interno  al  poli- 

io,  montre  si  dice  esterno  un  punto  situato  nella  seconda. 


LiBao  Paùlo 
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Sia  il  poligono  ABGDBF:  si  vuol  dimostrare  che  la 
somma  de*  suoi  angoli  interni  è  eguale  a  tante  volte  due  an- 
goli  retti,  quanti  sono  i  lati  del  poligono  xneno  due  ;  nel 
caso  nostro  a  otto  an- 
goli retti. 

Conduciamo  per  un 
vertice  A  le  diagonal! 
del  poligono. 

Questo  viene  scom- 
pœto  in  tanti  triangoli 
quanti  sono  i  lati  meno 
due,  perché  ogni  trian- 
golo  ha  in  comune  ool 
poligono  un  lato,  ad  ec- 
cezione  del  primo  e  deirultimo  triangolo,  ABC,  AFE,  i  quali 
hanno  due  lati  in  comune  col  poligono.  Ora,  la  somma  degli 
angoli  di  ciascun  triangolo  è  eguale  (Paoi\  XXXII)  a  due  an- 
goli retti  ;  dunque  la  somma  degli  angoli  di  tutti  i  triangoli  è 
eguale  a  tante  volte  due  angoli  retti  quanti  sono  i  triangoli, 
ossla  quanti  sono  i  lati  del  poligono  meno  due.  Ma  la  somma 
degli  angoli  di  tutti  i  triangoli  ô  eguale,  evidentemente,  alla 
somma  degli  angoli  interni  del  poligono  ;  dunque  la  somma 
degli  angoli  interni  del  poligono  è  pure  (ass.  i°)  eguale  a 
tante  volte  due  angoli  retti,  quanti  sono  i  lati  meno  due. 

Scolio  I.  —  Il  teorema  puô  anche  enunciarsi  sotto  que- 
st*  altra  forma:  La  somma  degli  angoli  interni  di  un  poligono 
non  intreccialo  è  eguale  a  tante  volte  due  angoli  retti  quanti 
sono  i  lati  del  poligono,  meno  Quattro  angoli  retti. 

Per  dimostrarlo,  preso  un  punto  qualunque  O  nell*  in- 
terne» del  poligono,  si  uniscacon  tutti  i  vertici:  il  poligono  viene 

scomposto  in  tanti  triangoli  quanti 
sono  i  lati  del  poligono,  perché  ogni 
triangolo  OAB,  OBC,  ecc,  ha  un  lato 
in  comune  col  poligono. 

Ora,  poiché  la  somma  degli  angoli 
di  ciascun  triangolo  é  (Pbop.  XXXII) 
eguale  a  due  angoli  retti,  la  somma  de- 
gli angoli  di  tutti  questi  triangoli  OAB, 
0  "~  ecc,  é  eguale  a  tante  volte  due  angoli  retti  quanti  sono  i 
la  loi  poligono  ;  ma  gli  angoli  dei  triangoli  formati  attorno  al 
pi  o  O  non  appartengono  alla  figura  considerata  e  valgono 
M  ime  (Prop.  XV.  Cor. 2°)  quattro  angoli  retti;  dunque  la 
se  lia  degli  angoli  rimanenti  dei  triangoli,  che  é  eguale  alla 
se       si  degli  angoli  interni  del  poligono,  é  eguale  a  tante 
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Corollario  III.  —  Un  poligono  convesso  non  puà  avère 
più  di  tre  angoli  acuti.  Infatti,  ad  un  angolo  interno  acuto 
corrisponde  un  angolo  esterno  ottuso,  e  se  gli  angoli  acuti 
del  poligono  fossero  più  di  tre,  sarebbero  più  di  tre  gli  an- 
goli esterai  ottusi;  ciô  che  non  puô  essere,  perché  la  loro 
somma  deve  essere  eguale  a  quattro  angoli  retti. 

PROPOSIZIONE  H 

TEOREMA 

•  Due  poligoni  di  n  lati  che  hanno  n  —  1  angoli  eguali  e 
i  lati  che  congiungono  i  vertici  di  questi  angoli  eguali  e  di- 
sposti  nello  stesso  modo,  sono  eguali. 

Siano  i  due  poligoni  ABCDE,  A'B'CD'E',  nei   quali 

i  lati  AB%  BC,  CD,  del  primo  siano  rispettivamente  eguali 

ai  lati  A'ÏÏ,  Bra,  CD',  del  secondo  e  gli  angoli  A,  By  C,  D, 

del  primo    rispettivamente   eguali  agli  angoli  A\  -B',   C, 

iyy  del  secondo:  vogliamo  dimostrare  che  i  due  poligoni 

sono  eguali.   Sup- 

poniamo   di  solle-  ^v  5! 

yare  il  poligono 

A'B'ViyE,editr&- 

sportarlo   sopra  il 

poligono    ABCDE,  A< 

in  modo  che  il  lato 

A'Jff  coincida  con 

ABy  cid   che  puô 
farsi ,    essendo    il 

lato  A  B  eguale  al 
lato  A'Bt.  Allora  essendo  r  angolo  A,  eguale  air  angolo  A' 
il  lato  A'E*  prendc  la  direzione  del  lato  AE\  essendo  l' an- 
golo B*  eguale  air  angolo  B,  il  lato  B'C  prenderà  la  dire- 
zione del  lato  BC,  e  poichè  questi  lati  sono  eguali  il  punto  & 
cadra  in  C;  ed  essendo  r  angolo  G  eguale  air  angolo  C,  an- 
che il  lato  GD*  prenderà  la  direzione  di  CD  ed  il  punto  B' 
cadra  in  D,  perché  questi  due  lati  sono  eguali.  Di  più,  poi- 
chè l'angolo  D?  è  eguale  all'angolo  D',  il  lato  D?E!  prenderà 
la  direzione  di  DE  e  quindi  il  punto  JE'  dovrà  cadere  sopra 
,  0  sopra  il  suo  prolungamento  ;  ma,  essendo  il  lato  A'E! 
la  direzione  di  AE,  il  punto  E*  deve  trovarsi  anche  sopra 
',  0  sopra  il  suo  prolungamento,  e  perciô  deve  côincidere 
punto  E.  I  due  poligoni,  coincidendo  in  tutte  le  loro 
*ti,  sono  dunque  eguali. 


r 


Si  conducano  le  diagonali  UC,  JS*  C,  che  uniscono  i  vertici  di 

due  angoli  dei  qaali  non  è  nota  la  eguaglianza,  e  si  considerino 

i  due  poligoni,  che 

coai  si  vengono  a 

separare,  ABCS, 

A'B'VE',  i  quali, 

avendo   tutti   gli 

élément!  eguali, 

ad    eccezione    dei 

lati  EC,&V  e  dei 

dneangoli  adiacen- 

ti,  saranno  eguali 

(Prop.  J)  e  perciô 

sarà  il  lato  BC  eguale  al  lato  &&.  Considerando  allora  i  due 

triangoli  CED,  CB'D',  si  vede  che  sono  eguali  per  avère 

i  tre  lati  rispettivamente  eguali  (Peop.  VIII)  e  quindi  risulta 

tutto  1*  angolo  AED  eguale  ail*  intero  angolo  A'E'D',  Y  an- 

golo  BCD  eguale  air  angolo  B,(7iyf  Tangolo  D  eguale  al- 

Tangolo  D*,  e  perciô  i  due  poligoni  sono  eguali. 


PROPOSIZIONE  XXXIII 

TBOREMA 

I  segmenti,  che  uniscono,  dalla  medesima  parte,  gli 
estremi  di  due  segmenti  eguali  e  paralleli,  sono  an- 
ch'  essi  eguali  e  paralleli. 

8iano  AB$  CD  due  segmenti  eguali  e  paralleli,  e 
Al)  y  BC  i  segmenti  che  uniscono  i  loro  estremi  si- 
tuati  dalla  stessa  parte:  si  vuol  dimostrare  ohe  anche 

AD  e  BC  sono  eguali 
^  e  paralleli. 

Si  conduca  la  AC. 

I  due  triangoli  ABC, 

-\ç    ADC  sono   eguali 

(Prop.   IV),   perché 


qo   i   lati  ABy  CD  eguali,  per  ipotesi,  il  lato  AC 

une,  e  gli  angoli  compresi  BAC,  ACD  eguali  (Pro- 

\.  XXIX),  perché  alterni  interni  rispetto  aile  paral- 

.  AB}  CD  tagliate  dalla  sécante  AC.  Sarà  per  cou- 


r 
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rispettivamente  eguali  sono  egaali  (Prop.  XXVI),  e 
perciô  la  retta  AC  divîde  il  parallelogrammo  in  due 
parti  eguali. 

Di  più,  dall'egaaglianza  dei  due  triangoli  ABC, 
ACD,  risulta  che  il  lato  AB  è  eguale  al  lato  opposto 
CD,  il  lato  BC  è  eguale  all'opposto  AD)  e  di  più  che 
l'angolo  5è  eguale  al  suo  opposto  2?.  Inoltre,  se  agli 
angoli  eguali  BAC,  DCA  si  aggiungono  rispettiva- 
mente glî  angoli  egnati  DAC,  BCA,  risulta  (ass.  2°) 
tutto  l'angolo  BAD  eguale  a  tutto  l'angolo  BCD. 

Dunque  la  diagonale  divide  il  parallelogrammo  per 
meta,  i  lati  opposti  di  esso  sono  eguali,  e  gli  angoli 
opposti  sono  pure  eguali. 


PROPOSIZIONE   K 

teorema.  (Reciproco  alla  1*  e  2*  parte  del  XXXIV). 

Ogni  qiuidrilalero  che  ha  i  lati  opposti,  o  gli  angoli  op- 
posti eguali,  è  parallelogrammo. 

1°  Siano  nel  quadrilatero  ABGD  eguali  i  lati  opposti  AB, 
DCe  cosl  pure  i  lati  opposti  BC,  AD:  si  vuol  dimostrare  che 
AB,  BC,  e  cosl  pure  BC,  AD  sono  paralleli. 

Condottala  diagonale  AC,  i  due  triangoli  ABC,  ADC  che 
si  ottengono  sono  eguali  (Prop.  VIII)  per  avère  i  lati  AB,  BC 
eguali   rispettivamente, 

per  ipotesi,  ai  lati  CD,  X^^n vB 

AD  e  il  lato  AC  comu- 

ne  :  dunque  devono  es- 

sere   eguali   gli  angoli 

opposti  ai  lati   eguali, 

cioè  l'angolo  BAC  al- 

r  angolo  A  CD,  e  V  an- 

golo  BCA  air  angolo  CAD;  ma  i  primi  due  sono  alterni  in- 

t     i  rispetto  aile  rette  BA,  CD  tagliate  dalla  AC,  dunque 

(      ip.  XXVII)  quelle  due  rette  sono  parallèle;  e  gli  altri  due 

s     »  alterni  interni  rispetto  aile  rette  BC,  AD  tagliate  dalla 

«     "*%  sécante;  dunque  anche  queste  rette  sono  parallèle. 

2°  Siano  ora    nel  quadrilatero   ABCD  eguali  gli  an- 
i      opposti  4,  C,  e  cosl  pure  B,  Di  si  vuol  dimostrare  che 


.J 
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ABCD  è  parallélogramme  cioè  che  ABf  DC  sono  paralleli, 
e  che  tali  sono  pure  AD,  BC. 

Infatti,  se  agli  angoli  eguali  A,  C  si  aggiungono  gii 
angoli  eguali  B>  2),  deve  essere  (ass.  2°)  la  somma  dei  due 
angoli  A%  B  eguale  alla  somma  dei  due  angoli  D,  (7,  e  per- 

ciô  la  somma  degli  angoli  il 
e  B  è  eguale  a  due  angoli  rat- 
ti,  perché  meta  délia  somma 
degli  angoli  dei  quadrilatère, 
che  è  eguale  a  quattro  angoli 
retti  (Prop.  G.  Cor.  1%  Al- 
lora  le  due  rette  AD,  BC,  for- 
mando  con  la  AB  due  angoli  interni  dalla  stessa  parte  la 
somma  dei  quali  è  eguale  a  due  angoli  retti,  sono  parallèle 
(Prop.  XXVIII).  Per  la  stessa  ragione  sono  parallèle  AD  e  BG+ 
Corollario  I. — Ne  consegueche  il  rombo,  il  quadrato  eà 
il  rettangolo  sono  parallélogramme  perché  il  rombo  e  il 
quadrato  hanno  tutti  i  lati  eguali,  ed  il  rettangolo  tutti  gli 
angoli  eguali. 

Corollario.  II.  —  Nel  rombo  e  nel  quadrato  le  diagonaU 
sono  bisettrici  degli  angoli,  perché  dividendo  questi  paralle- 
logrammi  in  due  triangoli  eguali  (Prop.  XXXIV)  e  questi 
triangoli  essendo  isosceli,  gli  angoli  aile  basi  sono  tutti 
eguali  fra  loro. 

PROPOSIZIONE  L 

TEOREMÀ. 

Le  diagonali  di  un  paraUelogrammo  sono  diseguali  e  si 
tagliano  scambievolmente  in  due  parti  eguali* 

Sia  il  paraUelogrammo  ABCD:  dico  che  le  due  diagonali 
AC,  BD  sono  diseguali  e  che  il  punto  E,  nel  quale  si  tagliano, 
le  divide  per  meta,  cioé  kAE 
eguale  ad  EC,  e  BEwl  ED. 

1°  I  due  triangoli  ADCt 
BCD  hanno  il  lato  DC  co- 
mune,  i  lati  Xi),  BC  eguali, 
perché  lati  opposti  dei  parai - 
lelogrammo  (Prop.  XXXIV), 
e  gli  angoli  compresi  ADC, 

BCD  diseguali,  se  il  paraUelogrammo  non  é  quadrato,  c  ret- 
tangolo; perciô  (Prop.  XXIV)  i  terzi  lati  AC,  BD  deb1  m 
essere  diseguali. 


■  nn  pnnt»  pre»  dentio  nno  digll  ngol!  fOrmatl  d 
ne  lnti  en  usera  tiTldl  nn  triangolo  eqnilitoro  al  »bba 
le  perpendleoluri  nopra  i  tre  Uti,  lu  diflercnia  fru  lu  perpendicolsre 
chu  dod  nppa.rtiene  ail'  Angola  interaumeiite  alqualedsitunto  il  prcnt 
e  la  lonimA  dellu  altro  dao  perpendicolarl  è  coûtante  e4  egupJo  air  W 
de)  trlaugolo. 

?3.  Le  bkwttriol  degll  ugoll  lnluntf  dl  nn  juirolleliif  riimmo  fo. 
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Due  figure  eguali  sono  sempre  equivalenti;  ma  due 
figure  equivalenti  non  sono  eguali,  altro  che  nel  caso  in  cui 
le  parti  eguali,  dalle  quali  risultano  costituite,  siano  dispo- 
ste nello  stesso  modo. 

69.  Gli  assiomi  stabiliti  nel  caso  délie  figure  eguali 
valgono  anche  per  quelle  equivalenti. 

I.  Le  grandezze  che  sono  equivalenti  ad  una  stessa 
grandezza  sono  equivalenti  fra  loro. 

II.  Se  a  grandezze  equivalenti  si  aggiungono  grandezze 
equivalenti,  le  somme  sono  equivalenti  fra  loro. 

III.  Se  da  grandezze  equivalenti  si  sottraggono  gran- 
dezze equivalenti,  anche  le  rimanenti  grandezze  sono  equi- 
valenti fra  loro. 

IV.  Se  a  grandezze  diseguali  si  aggiungono  grandezze 
equivalenti,  le  somme  risultanti  sono  pure  diseguali. 

V.  Se  da  grandezze  diseguali  si  sottraggono  grondent 
equivalenti,  le  rimanenti  grandezze  sono  diseguali. 

VI.  Le  grandezze  che  sono  doppie  di  una  medeswia 
grandezza  sono  equivalenti  fra  loro. 

VII.  Le  grandezze  che  sono  meta  di  una  mcdesima 
grandezza  sono  equivalenti  fra  loro. 

60.  In  un  parallelogrammo  un  lato  qualunque  si  chiama 
base  e  si  chiama  altezza  (relativa  a  quella  base)  la  distanza 
délia  base  stessa  dal  lato  opposto. 

In  un  rettangolo,  preso  uno  qualunque  dei  lati  corne 
base,  uno  dei  lati  adiacenti  è  1*  altezza  corrispondente. 

In  un  trapezio  si  chiama  altezza  la  distanza  délie  due 
basi. 


PROPOSIZIONE  XXXV 


TEOREMA 

I  parallelogrammi  costruiti  sopra  la  medesima 
base  e  compresi  fra  le  steese  parallèle  sono  equi- 
valenti. 

Siano  i  due  parallelogrammi  ABCD,  EBCF, 
etruiti  sopra  la  stessa  base  BC  e  compresi  fra  le  ste 
parallèle  AF,   JSC:  si  vuol  dimostrare   che  il    pai 


r 
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lelogrammo  ABCD  è  équivalente  al  parallelogrammo 
EBCF. 

Infatti,  essendo  ABCD  parallelogrammo,  i  lati  op- 
posti  AD,  BC  sono  eguali  (Prop.  XXXIV);  per  la  stessa 


ragione,  essendo  EBCF  parallelogrammo,  î  lati  opposti 
EF,  BC  sono  eguali;  dunque  AD  è  eguale  ad  EF  (ass.  1°), 
ed  aggiungendo  ad  ambedue  il  segmento  DE,  risulta 
(as  s,  2°)  il  segmento  AE  eguale  a  DF.  Allora  i  due  tri  an - 
goli  ABE,  DCF  risultano  eguali  per  avère  i  lati  AE, 
DF  eguali,  i  lati  AB,  DC  eguali,  perché  lati  opposti  del 
parallelogrammo  ABCD,  e  gli  angoli  compresi  EAB, 
FDC  eguali  (Prop.  XXIX-20),  perché  corrispondenti 
rispetto  aile  parallèle  AB}  CD  tagliate  dalla  A  F.  To- 
gliendo  ai  due  triangoli  eguali  ABE,  DCF  la  parte  co- 
mune  DGE  rimane  (n°  59,  ass.  3°)  il  trapezio  ABGD 
équivalente  al  trapezio  EGCF;  ed  aggiungendo  ad 
ambedue  queste  figure  il  triangolo  BGC  comune,  ri- 
sulta (n°  59,  ass.  2°)  il  parallelogrammo  ABCD  équi- 
valente al  parallelogrammo  EBCF. 

Dunque  i  parallelogrammi  costruiti  sopra  la  stessa 
base  o  compresi  fra  le  stesse  parallèle  sono  équivalents 

Scolio.  —  Euolide  ha  dimostrato  il  teorema  solo  nel  caso 

che  il  veftice  Edel  secondo  parallelogrammo  cada  sopra  il  pro- 

lungamento  del  lato  AD  del  primo  parallelogrammo,  in  modo 

le  basi  superiori  non  abbiano  nessun  punto  comune. 

^  stessa  propriété  vale  anche  nel  caso  in  eu  i  il  vertice  E 

îida  col  vertice  D,  o  il  vertice  E  cada  nell'interno  del 

AD  del  primo  parallelogrammo,  in  modo  che  le  basi 

iriori  AD,  EF  dei  due  parallelogrammi  abbiamo  una  parte. 

une. 
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grammo  EFGH,  sarà  (ass.  1°)  BC  eguale  ad  EU: 
ma  questi  segmenti  sono  anche  paralleli  per  ipotesi- 
dunque  (Pbop.  XXXIII)  i  segmenti  BE}  CH,  che  uni. 
scono  dalla  stessa  parte  i  loro  estremi,  sono  anch'essi 
eguali  e  paralleli,  e  la  figura  EB  Cffè  parallélogramme. 
Ma  questo  parallelogrammo  è  équivalente  al  parallé- 
logramme AîiCD  (Pbop.  XXXV)  perché  i  due  parai- 
lelogrammi  sono  costruiti  sopra  la  stessa  base  BC  e 
compresi  fra  le  stesse  parallèle;  per  la  stessa  ragione 
il  medesimo  parallelogrammo  BCIIE  è  équivalente  al 
parallelogrammo  EBGH,  perché  sono  costruiti  sopra  la 
stessa  base  EH  e  compresi  fra  le  medesîme  parallèle: 
dunque  i  due  parallelogrammi  ABCD,  EFGH  sono 
(n°  59,  ass.  1°)  equivalenti  fra  loro. 

^  Scolio.  — I  due  teoremi  précèdent!  possono  anche  enun- 
ciarsi  dicendo:  Due  parallelogrammi  chehannobasi  ed  altezze 
eguali  sono  equivalenti. 

Esercizi 

89.  I  parallelogrammi  équivalent!  costruiti  sopra  la  medesima  base 
o  sopra  basi  eguali,  sono  comprani  fra  lo  stesse  parallèle. 

90.  I  parallelogrammi  equivalenti  compresi   fra  le  stesse  parallèle 
se  non  taanno  la  stessa  base,  debbono  essere  costruiti  sopra  basi  eguali 


PROPOSIZIONE  XXXVII 

TEOREMA 

I  triangoli  costruiti  sopra  la  stessa  base  e  compresi 
ira  le  medesime  parallèle  (')  sono  equivalenti. 

Siano  i  due  triangoli  ABC,  DBC,  costruiti  sopra  la 
stessa  base  BC  e  compresi  fra  le  stesse  parallèle  BC, 
':  si  vuol  dimostrare  che  il  triangolo  ABC  é  equiva- 
te  al  triangolo  DBC 


0)  Vuol  dire  cho  la  base  corauno  e  nu  so<?mento  cfl  una  délie  parai- 
A  i  yertici  opposti  sono  sitnati  sopra  l' altra  parallela. 


"1 
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Prolunghiamo  la  AD  da  auibedue  le  parti  in  AE 
ed  in  DF;  per  il  punto  B  conduciamo  (Prop.  XXXI)  la 
BE  parai) ela  a  CA}  e  per  il  punto  C  la  CF  parallela  a 

BD,  e  siano  E  ed 

E  ^a z> f   F  i  punti  nei  quali 

queste  parallèle 
incontrano  la  AD 
prolungata. 

I  due  pavalle- 
logrammi  EBCA, 
BDFC  sono  équi- 
valent! (Prop.  XXXV)  perché  hanno  la  stessa  base  BC 
e  sono  compresi  fra  le  stesse  parallèle  BCy  EF;  ma  i 
triangoli  ABC,  DBG  sono  rispettivamente  meta  di  essi, 
perché  (Prop.  XXXIV)  le  diagonali  AB,  CD  tagliano 
per  meta  i  due  parallelogrammi;  dunque  (n°59,  ass.  7°) 
anche  i  triangoli  ABC}  DBC  sono  équivalent!, 

PEOPOSIZIONE  xxxvm 

TEOREMA 

I  triangoli  costruiti  sopra  basi  eguali  e  compresi 
fra  le  stesse  parallèle  (')  sono  équivalents 

Si  abbiano  i  due  triangoli  ABC,  DEF,  costruiti  sopra 
le  basi  eguali  BC}  EF.  e  compresi  fra  le  stesse  paral- 
lèle BFy  AD:  si  vuol  di- 
mostrare  che  il  triaugolo 
ABC  è  équivalente  al 
tiïangolo  DEF. 

Si  prolunglii  la  AD 
daambedue le  parti  iu.lCr 
e  in  DU,  si  conduca  dal 
puuto  B  (Prop.  XXXI) 


(*)  Vuol  dire  cli«  hanno  le  basi  <><;iiaH  o  poste  sopra  nua  Rtenaa 
o<l  i  vert  ici  opposti  siliiati  Hopra  una  Blessa  re  tta  parallela  a  quella 
quale  appartongono  le  basi. 


7.  Sa  >l  eonginnga  on  pnuto  quuluuque   ml  qpult 

ograinino,  Il  triaiigol»  ilie  lia  pcr  rartii'e  qncsto  pi 

liagoualo   »  la  ■ommB,  o  I»  dUfcremit,  dol  tiiaugoll 

v  taie  punto  s  per  biul  I  iluo  lui!  adlaceiiti  che  001 


glnnesnte  1  pnntl  .li  i 

■11»  ilno  basi,  divlde  i 

119.   Dividnra  D 

retta  oondotta  p«r  oui 


Oostruhe  un 
tviangolo  dato  e 
golo  dato. 

Si*  ABC  il 

biamo  co  9  traire 
triangolo  ABC  e 
golo  D. 

Si  divida  (P 
BO,  per  meta  m 


panto  nel  quale 
il  punto  O  ai  con 
il  punto  nel  quai 
ottenuta  è  an  [ 
Btrare  esaere  que 
Conâuci&mo 
Essendo  RE 
BOUO  équivalent; 
ba§i  eguali  e  son 


;  sono  equivalenti  (Prop.  XXXVII),  porche  lianno  la 
'•aseFSesonocompresi  fra  le  slesse  parallèle  FB,  A  G. 
,10.  —  Nello  stesso  modo  si  pnô  traaformare  il  pnli- 
,EFQC  in  un  altro  con  un  lato  dl  meno,  e  cob'l  <1l  sa- 
flncbe  si  giunge  ad  un  triangolo  équivalente  al  poli- 


plementi  L.U,  ±Sf  sono  [faop.  ALJ.II)  eqtiivaienti  ; 
ma  BF  è  équivalente  al  triangolo  C,  per  costruzîone; 
duoijoe  (n°  59,  as».  1°)  anche  LB  è  équivalente  a  C. 
E  poichè  l'angolo  GBE  è  eguale  ail' angolo  ABM 
(Paop.  XV)  perché  oppoati  al  vertice,  e  l'angolo  GBE 
6  eguale,  per  costi-uzione,  ail'  angolo  dato  D,  anche 
l'angolo  ABM  è  eguale  (ans.  F)  ail' angolo  dato  D, 

Dunqne  sopra  il  segmento  AB  corne  lato  e  con  un 
angolo  ABM  eguale  a  D  alhiamo  costruito  un  parai- 
lelogrammo  AM  équivalente  al  triangolo  dato  C, 
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Coatrnire  un  parall eîogrammo  équivalente  ad  un 
sligono  dato  e  eue  abbia  un  angolo  eguale  ad  un  an- 
olo  dato. 

a  ABCD  il  poligono  dato,  ed  E  l'angolo  dato: 
mmo  costmire  un  parallelogiam.no  équivalente  al 
ono  ABCD  e  che  abbia  uu  angolo  egunle  all'an- 
■  dato  E. 

divida  il  poligono  dato  in  trlangoli  condneoudo 


le  diagonalî  da  un  vertice  D,  nel 

cou  ud  angolo  FKH  Bgual 

î  all'an 

aca  (Prop.  XLII)  il  para 

Uelogr 

al  triangolo  DEC,  e  aopra 

.  il  seg 

ai  coi 

G.ff« 

F     G  h          » 

l~11  i      IN. 

E  (Pi 

/  ///  fv^ 

lelogi 

/  /  \  7 

triaoj 

/  UL.  /    V 

] 

K    H  M           ■*            B 

egual 

scuno 

GIIM,  questi  sono  (ass.  7°)  egual 
gendo  ad  ainbedue  l'angolo  GR 
somma  doi  due  angoli  F  KIT,  Kh 
dei  due  angoli  OHM,  KHG  ;  a 
angoli  FKH,  GHK,  coniugati  intt 
lele  FK,  GH  tagliate  dalla  traf 
(PROP.  XXIX,  3°)  a  due  angol 
la  somma  dei  due  angoli  cou: 
è  egual  e  a  due  angoli  retti,  e  pe 
muni  KH,  HM  (Peop.  XIV)  soi 
poiohè  la  retta  GH  incontra  le  j 
angoli  alterni  interni  MITG,  FGI. 
1")  eguali  fra  loro  ;  aggiungeod< 
comune  HGL,  risulta  la  somm 
HGL  eguale  alla  somma  dei  dm 
ma  la  somma  degli  angoli  MH(. 
terni  rispetto  aile  parallèle  ITM, 
è  eguale  (Prop.  XXIX,  3)  a  du 
anche  la  somma  dei  due  angoli  c< 
è  eguale  a  due  angoli  retti,  e  pe 
lati  non  comuni  Fti,  GL  sono  i 
eguale  e  parallela  a  GiT(PROP.  X 
e  parallela  a  ML  ;  dunque  KF  è 
ML  {ass.  r'-PROP.XXX);  quint 


al  poligono  dato  ABCD. 

Scolio  I.  —  Se  il  poligono  dato  ha  an  numéro  maggiore 
ili  lati  si  ripete  la  solila  costruziono  tante  volte  quanti  sono 
i  triangoli  nei  quali  osmj  vicue  scomposto  dalle  diagonali  con- 
ilotle  da  un  verlice,  e  si  dimostra  al  solito  che  le  basi  <li  que- 
Kti  parailelogrammi,  costruiti  in  modo  che  ahbiano  sempre  un 
lab)  comune,  sono  per  diritlo:  e  si  procède  allô  slesso  modo 
lier  uimostraro  che  il  parallelograrnmo  totale  ottenuto  sod- 
disfa  aile  condition!  volute. 

Sf:ouo  II.  —  Se  il  parallelograrnmo  fosse  assog^cUato  an. 
ch.î  ail'  altra  condinione  dl  avère  un  lato  eguale  ad  un  seg- 
mente dato ,  basterebbe  costruire  il  primo  parai  lelogramino 
Fil,  sopra  il  segmento  dato  KF  eon  un  angolo  FK1I  egualo 
ail' angolo  dato  E,  in  modo  che  fosse  équivalente  al  trian- 
golo  DBG  (Prop.  XLIV),  e  proseguiro  la  coslru^ione  nello 
slesso  modo  indicato  sopra. 

ScoLIO  III.  —  Se  fossero  dall  più  poligoni,  si  potrebbc  co- 
struire un  parallelograrnmo  équivalente  alla  toro  somma,  o 
coa  le  condizionl  ora  dette,  scomponeiido  eiascuu  poligono  in 
'"iangoli,  e  costruendo  tanti  parai  tclogrammi   equivalenti  a 

cl  caso  considéra to. 


PROPOSIZIONE  XLVI 

PRORLKMA 
tih  dato  segmento   costruire  il  quadrato. 

il  segmento  dato  AB\  dobbiaino  sopra  fiueato 
*"  il  qna<lraio. 
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Dal  punto  A  si  conduca  (PuoP.  XJ 
colare  ad  A/1  e  si  prend»  sopra  queata  r 

il  segmento  AD  eguale  ad  AB;  per  il  r 

duca  DE  parallela    (Prop.   XXXI)  ad   AB ,  a  per  il 
punto  B  la  BE  paralleU  ad  AC:  sîa  E  il  loro  punto 
d'incontro  :  si  vnol  dimostrare  che 
Alù  e  il  quadrato  richieato. 

Questa  figura,  à  per  costra- 
ïiono  un  parallélogramme;  dim 
que  (Peop.  XXXIV)  AB  è  eguale 
a  DE  e  AD  a  BE;  nia  AB  è 
eguale  ad  AD,  per  costruzione; 
dunque  t. ans.  1")  i  quattro  lati  AB 
AD,  DE,  EB  sono  eguali  frï 
loro,  e  péri  il  parallélogramme  è  equilatero.  Bisogns 
ora  dimostrare  cho  è  rettangolo.  Poichè  le  due  parai 
lolo  Ali,  DE  sono  tagliate  dalla  AD,  la  somma 
degli  angoli  conïugati  interni  BAD,  ADE  è  eguale 
(Prop.  XXIX,  3°)  a  due  angoli  retti;  ma  l'angolo  A 
è  retto  per  costruzione:  dunque  anche  l'angolo  ADt 
è  retto.  Ma  gli  angoli  opposti  dei  parai lôlogmnuni 
sono  eguali  (Prop.  XXXIV);  perciô  anebe  gli  angoli 
B  ed  E  sono  retti  e  la  figura  è  rettangola;  e  siccomt 
abbiamo  dimostrato  prima  che  è  equilatera,  ossa  è  ur 
quadrato. 

Dunque  sopra  il  segmento  AB  abbiamo    descrittt 
il  quadrato. 

Corollario.  —  I  quadrati  costruitî  sopra  lati  eguali  sotu 
eguali,    e,   reciprocamertte,  i    lati    di   quadrati    egtmli    sont 

Si  .1 
due  ÛVu 


'a  lauiluieiite  uiediante  la  sovr&pposixione  delii 
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ÊROPOSIZIONE  XLVH 


TEOREMA 


In  ogni  triangolo  rettangolo  il  quadrato  costruito 
sopra  TipotenuBa  è  équivalente  alla  somma  dei  quadrati 
costruiti  sopra  i  due  cateti. 

Sia  ABC  un  triangolo  rettangolo,  nel  quale  sia 
BACY  hiigolo  retto:  si  vuol  dimoetrare  che  il  quadrato 
oostruito  sopra  il  lato  BC  è  équivalente  alla  somma 
dei  quadrati  costruiti  sopra  i  lati  ÂB>  AC. 

Costruiamo  (Prop.  XL VI)  sopra  i  lati  BC,  AB,  AC 
i  quadrati  BD,  BG,  AH;  e  conduciamo  per  il  punto  A 
la  AN  parallela  ad  una  délie  due  rette  BE  o  CD 
(Pbop.  XXXI);  il 
quadrato  BD  viene 
cosi  scomposto  nei 
due  rettangoli,  BN, 
MO,  e  perciô  basterà 
dimostrare  essere  il 
primo  équivalente  al 
quadrato  BG  ed  il 
secondo  al  quadrato 
CKj  perché  risulti  di- 
mostrato  il  teorema. 
Si  unisca  A  con  E  e 
C  con  F. 

Poichè    ciascuno 
deerli    angoli    B  ACt 

etto,  le  due   rette  AC,  AG,  condotte  per  il 

'  délia  AB  dalle  due  parti  di  essa,  formano  con 

_ue  angoli  conseguenti  la  somma  dei  quali  è 

lue  angoli  retti,  e  perciô  (Prop.  XIV)  CA 


1!8  ELEMENTI 

ed  AG  sono  per  diritto;  pe 
linea    retta    SA    ed    AK.    ] 

eguale  ail' angolo  FBA,  pe.^..D  »Ml,DUUO  „fcw,  nH  »g. 
giungiatno  ad  ambedue  l' angolo  ABC,  risutta  (as».  2*) 
1' angolo  EBA  eguale  ail' angolo  FBC.  Allora  î  due 
triangoli  ABE,  FBC  sono  eguali  (Pbop.  IV)  per  avère 
i  due  lati  EB,  BA  eguali  rispettivamente  a  Cff,  BF,  e 
gliangoli-EBJ,  .FBC, 
da  essi  compresï,  pare 
eguali.  Ma  il  parallé- 
logramme) BN  è  dop- 
pio  del  triangolo  ABE 
(Pbop.  XLI),  perché 
sono  costruiti  sopra 
la  steasa  base  BE  e 
comproai  fra  le  steasa 
parallèle  BE,  AN;  ed 
il  quadrato  BG  à  dop- 
pio  del  triaogolo  FBC, 
perché  costruiti  sopra 
la  steasa  base  BF  e 
compreai  fra  le  raedesime  parallèle  BF,  OC;  quindi, 
poîohè  (n°  59,  ans.  4°)  le  grand ezze  doppie  di  grandezze 
eguali  sono  équivalent:,  il  pareil elogrammo  BN  à  équi- 
valente at  quadrato  BG.  Congiuiigendo  A  con  D  e  H 
con  H,  si  dimoetrerebbe  analogamente  che  il  parallelo- 
grammo  CN  e  équivalente  al  quadrato  CK;  dunque 
l'intero  quadrato  BD  è  équivalente  (n°  59,  ass.  2")  alla 
somma  dei  due  quadrati  BG,  CK. 

Dunque  il  quadrato  BD,  costruîto  sopra  l'ipotenusa 
BC  del  triangolo  BAC,  è  équivalente  alla  somma  dei 
quadrati  BG,  CK,  costruiti  sopra  i  cateti  AB,  AC. 

Scoi.io.  —  La  scoperta  di  questo  teorema  6  dovuta  . 
tagora,  seoondo  quello  che  dice  Proclo;  ma  Euclide  lo 
neralizza  poi  in  modo  meravlglioso  nella  Pbop.  XXX* 
VI  Iibro. 
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che  taglia  CG  in  un  punt 
minato  è  il  lato  richiesto.  In 
sopra  DE  ô  équivalente  ail 
sopra  CE,  CD,  Barà  il  quad 
lente  alla  differenza  dei  quad 
dei  quadrati  che  hanno  per 

CoROtLABio.  —  Trovare 
alla  somma  di  più  quadrati 

Stanoo, b,e,d\ lati  di  qi 
lato  di  un  quadrato  equivalei 

Sicostruiseaunangoloi 
(Prop.  XI)  laperpendicolare 
prendano  sopra  i  lati  dell'a 
AB  eguale  a  6,  poi  condott 
OB,  l'angolo  retto  OBCe,  pi 
con  0:  inflne  8i  costruisca  : 
retto  OCD,  ai  prenda  CD  e; 


quadrati  coBtruiti  sopra  OA 
il  quadrato  costruilo  sopra 
quadrati  costruiti  sopra  L 
quattro  quadrati  costruiti  t 
pra  a,  b,  e,  d. 


PROPOSIZ 

TEOEEMA  {] 

Sa  il  quadrato  costrui 

golo  à  équivalente  alla,  ; 

sopra  gli  altri  due  lati,  1 

due  lati  è  retto. 

Sia  uel  triangolo  A} 
il  lato  BC  équivalente  ; 


L1BR0  PRIMO 


i2i 


struiti  sopra  gli  al  tri  due  Jati  AB,  AC:  si  vuol  dimo- 
strare  che  l' angolo  BAC  è  retto. 

Dal  panto  A  si  condaca  (Prop.  XI)  la  AD  perpen- 
dicolare  ad  AC,  si  prenda  sopra  di  essa  (Prop.  III)  il 
segmento  AD  eguale  ad  ABf 
e  si  condaca  la  DC. 

Poichè  AD  è  eguale  ad 
AB,  il  quadrato  costruito 
sopra  AD  è  pure  eguale  al 
quadrato  costruito  sopra  AB 
(Prop.XLVI-CW.):  aggiun- 
gendo  ad  ainbedue  il  quadra- 
to costruito  sopra  AC,  risulta 
(n°  59,   ass.  2°)  la  somma 

dei  quadrati  costruiti  sopra  AD,  AC  équivalente  alla 
somma  dei  quadrati  costruiti  sopra  AB,  AC;  ma  la 
somma  dei  quadrati  costruiti  sopra  AD,  AC  è  équiva- 
lente al  quadrato  costruito  sopra  DC  (Prop.  XLVII), 
perché  l'angolo  DAC  è  retto;  e  la  somma  dei  quadrati 
costruiti  sopra  AB,  AC  è  équivalente,  per  ipotesi,  al 
quadrato  costruito  sopra  BC:  e  perciô  (ass.  1°)  il  qua- 
drato costruito  sopra  DC  è  eguale  al  quadrato  costruito 
sopra  BC  e,  conseguentemente  (Prop.  XLVI- Cor.) 
DC  è  eguale  a  BC.  «Ailora  i  due  triangoli  ABC,  ADC 
sono  eguali  (Prop.  VIII),  per  avère  i  lati  AB,  -AD 
eguali  per  costruzione,  AC  comune  e  BC,  DC  eguali 
per  la  dimostrazione  fatta  ;  dnnque  l' angolo  BAC  è 
egnale  all'angolo  DAC]  ma  questo  è  retto  per  costru- 
zione: quindi  l'angolo  BAC  è  anch'esso  retto. 

EsercizJ 


fiai  panto  di  mezzo  di  mi  cateto  dl  nu  triangolo  rottangolo  bI 
*  perpeodlcolare  sopra  l'ipotennaa,  la  differenza  dei  quadrati  co- 
>pra  dae  segmentl  delT  ipotenusa  ô  équivalente  al  quadrato  dei- 
teto. 

J.  Se  da  an  panto  qaalanqne  preso  nell'  interno  di  an  poligono  si 
»  ««  onrpetidicolari  a  tutti  l  lati,  la  somma  dei  quadrati  costruiti 


fcl.KMENTI    D   KUCI. 

i  MiitlKul  .loi  lut)  4  tqniv 


134.  SMUc-1  AEmao  i  i 
polo  nttongolo  ASC,  e  DE,  Fff 

triangnlo  ABU  o  équivalente  alla  : 

125.  So  nelU  Sguro,  Oelln  pi 

126.  Ncllu  lUxait  figura,  se  f 
F O,  UK  liai  puiiti  P  «I  Ç.  i  tri 
Fj-iiuli  ni  krtpngak  ABC. 

137.  Sella  etesio  figura  as  8 
Iriangoli  ciwl  fnrinati  è  oquivali-nl 

128.  Se  iiolln  aUma  flf-nr»  ai 
nel  [junU>  O,  ai  oniaou  O  Bon  A  o 
in  H,  lu  OJ(  droit*  p^rpeniiieoiai 


liane  cli  pcmibililn. 

133.  Dlvlilare  nn  argmento  lUto  in  mort, 
ilnili  rtellc  lin.i  parti  aia  pqnh-aloiiie  nrl  un  <jn 

134.  Dlvhlwa  un   «opiirata  uato  in  rtn. 
ôVUii  magçlora  si»,  rinppln  .Ici  qiuklrabi  uVH»  n 

135.  Divirtere  un  h.jjiiu-uIo  in  une  parti 
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rOLOMEI 


"1 
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■ 

P 

I  contenuto  da  AD,  BD  col  quadrato  costruito  eopra 

j  CB  è  équivalente   al   quadrato    costruito    eopra    CD, 

corne  si  doveva  dimostrare. 


Sinossi.  —  Se  AB  è  diviso  per  meta  in  Ce  vi  si  aggiunge 
BD  per  diritto,  si  vuol  dimostrare  che 

r  A  D ,  DB  -h  q  CB  =  q  CD . 
Fatta  la  costruzione,  abbiamo  (Lib.  T.  Prop.  XXXVI  e  XLIII) 

AL=CH,       e       CH=HF; 

dunque  (n°  59,  ctss.  1°) 

AL=.HF: 
aggiungendo  ad  ambedue  CM,  risulta  (n°  59,  as  s.  29) 

AL+CM=RF+CM,    ossia    AU '=  gnomone NRO . 
Aggiungendo  di  nuovo  da  ambedue  le  parti  LG,  si  ha 

AM+  LG  =  gnomone  NRO  +  LG=  CFi 
ma 

AM=rAD,DB;        LG  =  qCB;        e        CF=qCD; 
dunque 

r  AD ,  DB  +  q  CB  =  q  CD . 


PROPOSIZIONE    VII 


TEOKEMA 

Se  un  segmento  è  diviso  in  quai  un  que  modo  in 
due  parti,  la  somma  dei  quadrati  costruiti  sopra  Y  in 
tero  segmento  e  sopra  una  délie  parti,  è  équivalente 
alla  somma  del  doppio  dei  rettangolo  contenuto  da 
tutto  il  segmento  e  dalla  parte  considerata  col  quadrato 
costruito  sopra  V  altra  parte. 

Sia  il  segmento  AB  diviso  in  qualunque  modo  nel 
punto  C:  si  vuol  dimostrare  che  la  somma  dei  <  - 
drati  costruiti  sopra  tutto  il  segmento  AB  e  sopra  i 
délie  parti,  per  es.  BC)  ô  équivalente  alla  somma  l 
doppio  del  rettangolo  contenuto  da  tutto  il  segme     ) 


!  équivalente  alla  somma   del  doppio  del  rettan- 


138  ELEMENT!  D*  EUCLIDE 

golo  conteniito  da  AB,  BC  col  quadrato  costruito  so- 
pra  AC}  che  è  quanto  volevamo  dimostrare. 

Sinossi.  —  Se  il  segmento  AB  è  diviso  comunque  nel  punto 
C,  si  vuol  dimostrare  che  : 

qAB  -h  q  BC  =  2r  AB ,  BC  +  q  AC. 
Patta  la  costruzione,  abbiamo  (Lib.  I.  Prop.  XLIII) 

AG=;GE; 
ed  aggiungendo  ad  ambedue  CF,  risulta  (n°  59,  ass.  2°) 

AF=  CE: 
perciô  si  ha,  evidentemente, 

2  AF = gnomone  MNO  -h  CF . 

Aggiungendo  da  ambedue  le  parti  HK,  risulta  (n°59,<m.  2°) 

2AF+  HK~  gnomone  MNO  H-  OF-f-  //JC . 
Ma  si  ha: 

gnomone  MNO  -+-  HK~  AE  ; 

dunque,  sostituendo  nella  relazione  précédente, 

2AF+HK=AE+  CF: 
ora 

AF=rAB,BC;HK=qAC;AE=qAB;    e    CF=qCB; 
dunque 

Corollàrio.  —  72  quadrato  costruito  sopra  la  differenza 
di  due  segmenii  è  équivalente  alla  differenza  fra  la  somma 
dei  quadrati  costruiti  sopra  i  segmenti  stessi  ed  il  doppio  del  ret- 
tangolo  da  essi  contenuto.  Infatti,  poichè  AC  è  la  differenza 
di  AB,  CB,  e  il  quadrato  costruito  sopra  AC  insieme  al  dop- 
pio del  rettangolo  contenuto  da  AB,  BC,  è  équivalente  alla 
somma  dei  quadrati  costruiti  sopra  AB,  BC,  il  quadrato  co- 
struito sopra  AC  è  équivalente  alla  differenza  fra  la  somma 
dei  quadrati  costruiti  sopra  AB,  BCed  il  doppio  del  rettan- 
golo contenuto  dagli  stessi  segmenti. 


PROPOSIZIONE   VIII 


TEOREMA 

8e  un  segmento  è  diviso  in  qualunque  mode 
due  parti,  la  somma  del  quadruplo  del  rettangolo  c 
tenuto  da  tutto  il  segmento  e  da  una  délie  parti 


■ono  compiemonu  uoi  piranoiuBrauiiuu   i^i/j   uuu<jub 
69.  tu».  Ie)  i  quattro  rettangoli  CK,  BN,  GR,  KO 

Elniifnti  d'  Koclidt,  10 


i  è  eguale    al   lato  DO.    Di    piii,    poi<-bè    l'angolo 


au  aei  aoppio  aei  rettangoio  contewuo  <ia    au 

CD. 

niatti,  poickè  il  segmonto  AU  è  diviso  in  qna- 
.e  modo  dal  pnuto  i>  (fig.  1),  o  il  segmçnto  DC 
ptmto  /l  (fig.  2),  è,  in  ambedue  i  caai  (Lib.  II, 


.val ente  al  poligono  dato  A:  se  BE  è  eguale  ad 
è  riaoluto  il  problema,  perché  il  quadrato  BD  è 
'valante,  per  coatruzione,  al  poligono  A;  se  non  6 


la  mediana  corrispondimtc  a]  lato  sfesso:  si  vitol  il î mo- 
re che  la  somma  dei  quadrati  costrtiiti  sopra  AC,  CB  è 
Ivalente  alla  somma  dcl  doppio  ilel  ijuadi-alo  nnstruito  so- 

C.Wcol  doppio  dcl  quadrato  costruito  sopra  .IV. 
EltmtnH  rt '  Kutlidt.  11 


;o  eostruito  sopra  ju.v  piu  quattro  voue  il  quauratoco- 
ito  sopra  CN.  E  perciù  la  somma  dei  quadrati  costruiti 
■a  i  quattro  lati  AB,  BC,  CD,  DA  è  équivalente  alla  somma 
uattro  volte  il  quadrato  eostruito  sopra  M  If  con  quattro 


piû  di  due  punu  comuni  cou  e 


CE  nessun  nltro   pnoto   fnori 

cbe   F   pub    essore    il    uontro, 

perché  dividerebbe  la  CE  in 

le  parti  dîaoguali.  Se  dunque  F  non  à  il  centro,  si  a 

esto  un  altro  panto  G,  fuori  délia  CE,  e  si  anisca 


Supponiamo,  infatti,  che  cio  non  accada  e,  troviito 
centro  D  del  oerchio  (Lib.  III.  Pkop.  I),  si  ameca 
esto  cod  an  punto  E  délia  AB  che  siu  eaterno  al 
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al  triangolo  CBDy  è  maggiore  (Lib.  I.  Pbop.  XVI)  delFin- 
terno  opposto  CBD,  quindi  l'angolo  CD  A  è  anche  maggiore 
delT  angolo  CAB,  dimostrato  eguale  a  CED.  Dunque  nel 
triangolo  CAD  il  lato  CA9  opposto  all'angolo  maggiore  CD  A, 
è  maggiore  del  lato  CD,  opposto  all'angolo  minore  CAD 
(Lib.  I.  Pbop.  XIX),  e  perciô  la  distanza  del  punto  D  dal 
centro  C  del  cerchio  è  minore  del  raggio  C/l,  ossia  il  punto 
D  è  interno  al  cerchio.  Lo  stesso  vale  per  tutti  gli  altri 
punti  del  segmento  AB, 


PROPOSIZIONE  in 


TEOBEMA 


Se  una  retta  condotta  per  il  centro  di  un  cerchio 
taglia  per  meta  una  corda  che  non  sia  un  diametro, 
deve  eseere  perpendicolare  a  questa;  e,  reciprocamente, 
se  un  diametro  è  perpendicolare  ad  una  corda,  deve  di- 
viderla  per  meta. 

1°  Supponiamo  che  nel  cerchio  ABCI&  retta  CD, 
condotta  per  il  centro  E,  tagli  una  corda  AB,  non  con- 
dotta per  il  centro,  nel  suo  punto  di  mezzo  F:  si  vaol 
dimostrare  che  CD  è  perpen- 
dicolare ad  AB. 

Si  conducano  dal  centro  E 
le  rette  EAf  EB. 

I  due  triangoli  EFA,  EFB 
sono  eguali  (Lib.  I.  Pbop.  VIII), 
per  avère  i  lati  A  F,  FB  eguali 
per  ipotesi,  2£Fcomune,  ed  EA 
eguale  ad  EB,  corne  raggi  del 
cerchio;  quindi  gli  angoli  EFA, 
EFBf  opposti  ai  lati  eguali, 
aono  eguali,  e  perciô,  essendo  adiacenti  (n°  42)  sono  retti. 

Dunque  la  CDf  condotta  per  il  centro,  che  taglia 
la  corda  AB  non  condotta  per  il  centro  in  parti  eguali, 
è  ad  essa  perpendicolare. 
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«lia  semidiifisrensa,  délie  corde  in  tercet  te  dalle  due  circonferenze  sopra  la 
sécante. 

161.  Di  tntte  le  secanti  corauni  che  ai  poaaono  condnrre  dai  pnnii 
dl  interoezione  di  dne  circonferenze  che  si  tagliano,  la  maKsiiua  è  quella 
parai  lela  alla  congiaugente  i  cent  ri. 

168.  Descrivere  con  an  raggio  dato  ana  circonferenza  che  passi  ad 
egoal  dùtanza  da  tre  panti  dati  non  situât!  in  linea  retta. 

163.  Descrivere  nna  circonferenza  che  sia  eqaidistante  da  tre  panti 
dati,  non  sitoati  in  linea  retta,  in  modo  che  la  distanza  da  easa  di  cia- 
Kuno  dei  panti  sia  eguale  ad  ou  segmente  dato. 

164.  Trovare  il  laogo  dei  oentri  dei  cerchi  che  hanno  ana  corda  data. 

165.  Conduire  per  ano  dei  panti  di  intersezione  di  dne  circonferenze 
ana  retta  taie  che  i  segment!  determlnati  sopra  di  esaa  dalle  dne  circon- 
ferenze aiano  eguali. 

166.  Descrivere  ana  circonferenza  che  abbia  an  coutro  dato  e  tiigli 
da  osa  retta  data  on  segmente  di  data  lnughezza. 


PROPOSIZIONE  IV 


TEOREMA 


Se  in  un  cerchio  due  corde,  non  condotte  per  il  cen- 
tre, si  tagliano,  non  si  possono  mai  dividere  scambie- 
volmente  in  parti  eguali. 

Âbbiasi  il  cerohio  ABC,  ed  in  esso  le  due  corde 
ACf  BD1  che  non  passino  ambedue  per  il  centro  e  si  ta- 
glino  in  E:  si  vuol  dimostrare  che  non  si  possono  ta- 
gliare  mutuamente  in  parti 
eguali. 

Infatti,  se  ana  di  esse 
passa  per  il  centro,  è  évi- 
dente che  non  puô  esser  di- 
visa per  meta  in  E,  perché 
solo  il  centro,  per  il  quale 

i  snppone    che    non   passi 

Naîtra  corda,  puô  dividerla 

ter  mezzo. 

Supponiamo  ora  che  nessuna  délie  due  passi  per  il 

;entro,  e  che,  se  è  possibile,  si  taglino  in  parti  eguali, 
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duca  per  E  una  retta  EG  che  tagli  ambedue  le  circon- 
ferenze in  F  e  G. 

Poichè  E  è  centro  del  cerchio  ABC,  il  segmento 
EC  e  eguale  ad  EF, 
corne  raggi  del  cer- 
chio: di  più,  poichè 
E  è  centro  del  cer- 
chio CDO}  il  segmen- 
to EC  è  egaale  ad 
EG,  corne  raggi  di 
questo  cerchio:  dun- 
que  aarebbe  (ass.  1°) 
ÊF egaale  ad2fr?,cioè 
la  parte  al  tatto  il  che 
è  assardo  (ass.  9°). 

Danque  il  punto  E  non  puô  essere  centro  comune 
dei  due  cerchi;  e  lo  stesso  vale  per  qualunque  altro 
punto. 


Défini  zioni 


72.  Due  circonferenze  si  dicono  tangenti  quando  hanno 
un  punto  comune,  senza  che  si  tagli  no  in  quel  punto. 

Ciô  vuol  dire  che  si  puô,  percorrendo  una  quaiunque 
délie  due  circonferenze,  passare  per  il  punto  che  esse  hanno 
in  comune  senza  attraversare  l'altra.  E  évidente  che  quando 
due  circonferenze  sono  tangenti,  secondo  il  concetto  d'Euclide, 
possono  essere  tutti  i  punti  di  una  (ad  eceezione  del  punto 
comune  che  si  chiama  punto  di  contatto)  esterni,  o  interni, 
al  cerchio  determinato  dalTaltra:  nel  primo  caso  le  due  cir- 
conferenze si  dicono  tangenti  es  ter  na  mente,  o  nel  secondo, 
tangen  ti  in  tentant  en  te. 

73.  Si  chiama  tangente  ad  una  circonferenza  ogni  retta 
che  ha  un  solo  punto  comune  con  la  circonferenza,  c  taie 

ito  dicesi  punto  di  contatto. 

La  tangente  si  puô  considerare  come  il  limite  délie  po- 
loni  che  prendc  una  sécante  quando  rota  intorno  ad  uno 

suoi  punti  di  incontro  con  la  circonferenza.  Jnfatti,  con- 
erando  la  sécante  M),  e  facendola  rotare  intorno  al  punto 

Elementi  d'  Euclide.  12 


ialla 


i  due 
:e  lo 
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Poichè  F  è  centro  del  cerchio  ABC,  il  segmeuto 
FC  é  eguale  ad  FB,  corne 
raggi  di  questo  cerchio:  di 
più,  poichè  F  è  centro  del 
cerchio  CDE,  il  segmento 
FC  è  eguale  ad  FE,  per- 
ché raggi  di  questo  cerchio: 
danqae  sarebbe  (ase. 1°)  FE 
eguale  ad  FB,  cioè  la  parte 
al  tutto,  il  ohe  è  assurdo 
(as*.  9°). 

Dunque  F  non  puô  es- 
sore centro  comune  délie  due  circonferenze:  e  lo  stesso 
vale  per  qnalunque  altro  punto. 

Scolio  I.  —  Euclide  parla  solo  délie  circonferenze  tan- 
genti  internamente,  perché  se  sono  tangent!  esternamente,  é 
manifesta  che,  essendo  tutti  i  punti  delPuna  esterni  al  cer- 
chio determinato  dall'altra,  non  possono  avère  lo  stesso 
centro. 

Scolio  II.  —  Di  due  circonferenze  tangenti  internamente 
quella  di  raggio  minore  si  dice  interna  aU'altra. 


PROPOSIZIONE  D 


TEOREMA. 


Se  due  circonferenze  sono  interne  Vuna  aWaltra%  la  di- 
statua  dei  loro  centri  è  minore  deUa  differenza  dei  raggi. 

Siano  L,  V  due  circonferenze  in- 
terne T  una  air  altra  ed  i  centri  di 
esse  siano  0  ed  0':  vogliamo  dimo- 
strare  che  la  distanza  00'  é  minore 
deUa  differenza  dei  raggi.  Congiunti 
i  due  centri  0,  0\  la  congiungente 
incontrerà  le  due  circonferenze  nei 
punti  B,  0,  e  si  avrà  evidentemente 
C0<£0,  o  anche,  togliendo  daambo 
membri  CO' ,  00'  <  BO  —  C0'. 

Reciprocamente  si  dimostra  che  se  due  circonferenze  sono 
li  che  la  distanza  dei  loro  centri  sia  minore  délia  differenza 
H  raggio  le  due  circonferenze  sono  interne  Vuna  aW altra. 
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SB  à  eguale  ad  ED,  corne  raggi  del  cerchio,  è  pure 
ED  minore  délia  somma  di  EF,  FB;  quindi,  togliendo 
la  parte  comune  EF,  risulta  (ass.  3°)  FD  minore  di  FB. 

Dunqne  FA  è  maggiore,  ed  FD  minore,  di  qualun- 
qne  segmento  condotto  dal 
pnnto  F  alla  circonferenza. 
2«  Sia  ora  CF  nn  al- 
tro  segmento  condotto  dal 
pnnto  F  alla  circonferenza  e 
pi  à  Ion  tan  o  del  segmento 
FB  dal  segmento  FAy  che 
passa  per  il  centro:  si  vuol 
dimostrare  che  FB  è  mag» 
giore  di  FC. 

Unito    O  con   JE?,    nei 
dne  triangoli  BEF,  CEF,  i 

lati  BE,  CE  sono  eguali  corne  raggi  del  cerchio,  il 
lato  EF  è  comune,  ma  l'angolo  BEF  è  maggiore  del- 
Tangolo  CEF)  quindi  (Lib.  I.  Pbop.  XXIV)  il  terzo 
lato  BF  del  primo  triangolo  è  maggiore  del  terzo  lato 
CF  del  secondo. 

Dunque  il  segmento  BF,  più  vicino  a  quello  che 
passa  per  il  centro,  è  maggiore  del  segmento  più  lon- 
tano  CF.  Analogamente  si  dimostra  essere  CF  maggiore 
di  qaalanque  altro  segmento  FG  più  lontano  da  FA. 
3°  Si  vuole  ora  dimostrare  che  dal  punto  F  non 
si  possono  condurre  alla  circonferenza  che  due  soli 
segmenti  eguali,  dalle  due  parti  del  segmento  mi- 
nimo  FD. 

Sopra  la  retta  EF,  nel  punto  E  di  essa,  si  co- 
struisca  (Lib.  I.  Pbop.  XXIII)  l' angolo  FEH  eguale 
'Vangolo  GEF}  da  bande  opposte  del  diametro,  e  si 
i  tnduca  FH. 

I  due  triangoli  EFG1  EFH  risultano  eguali  (Lib.  I. 
ttOP.  IV),  perché  hanno  i  lati  EG,  EH  eguali,  corne 
ggi  del  cerchio,  il  lato  EF  comune,  e  gli  aijgoli  com- 
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3°  il  minimo  é  quello  die  prolungato  passa  per  il  centro  ; 
4°  degli  al  tri  il  più.  vicino  al  minimo  è  minore  del  pi  à 
lontano;  5°  due  soli  segmenti  egoali  si  possono  con- 
duire dal  punto  dato  a  punti  délia  circonferenza,  dalle 
due  parti  del  segmento  massimo  e  di  quello  minimo. 

1°.  Sia  il  punto  D  preso  fuori  del  cerchio 
ÂBFj  del  quale  sia  M  il  centro  :  si  vuol  dimostrare 
che  di  tutti  i  segmenti  che  uniscono  D  a  punti  délia 
parte  concava  délia  circonferenza  il  massimo  è  DA 
cbe  passa  per  il  centro. 

Si  conduca  un  altro  seg- 
mento qualunqne  DE  alla 
parte  concava  délia  circon- 
ferenza, e  si  unisca  E  col 
centro  M. 

Poichè  A  M  è  eguale  ad 
EM)  corne  raggi ,  aggiun- 
gendo  ad  arabedne  MDt  ri- 
sulta  (ass.  2°)  il  segmento 
DA  eguale  alla  somma  dei 
segmenti  EM)  Ml)  ;  ma  la 
80 m  ma  di  questi  due  seg- 
menti, che  sono  due  lati  del 

triangolo  DME,  è  (Lib  I.  Pbop.  XX)  maggiore  del 
terzo  lato  DE;  dunque  anche  DA  è  maggiore  di  DE. 
ho  stesso  vale  per  DA  rispetto  a  qualunque  altro  seg- 
mento condotto  dal  punto  D  ai  punti  délia  parte  con- 
cava délia  circonferenza. 

2°.  Si  vuole  ora  dimostrare  che  un  segmento 
DF  condotto  ad  un  punto  F,  pure  délia  parte  concava 
délia  circonferenza,  più  lontano  di  DE  del  segmento 
A  che  passa  per  il  centro,  è  minore  di  DE. 
Si  congiunga  il  puuto  F  col  centro  M. 
I  due  lati  EM,  MD  del  triangolo  EMD  sono  ri- 
ettivamente  eguali  ai  due  lati  FM,  MD  del  triangolo 
MD,  ma  Tangolo  EMD,  compreso  ira  i  primi,  è  mag- 


r» 
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ad  an  altro  segmento  qnalnnqae   pin    !on:»«o  ai  mso 

à*  DO. 

b".  Resrt»  a  dimostrare   che   âne   soli  segmenti 

egoali  si  possono  eondarre  d*l  pnnto    D   alla  circonïe- 

renia,  nco  da  nna    parte    l' altro  dall*  altre   d«l   seg 

mento  minimo  M. 

Si  costraîsca  sopra  la  UD,  uel    pnnto    Jf  (LlB.  L 

Prop.  XXIU)  Y  angoio  DM6  egnale  ail'  angolo  iTJfD, 

da  bande  opposte   del    dia- 

métro,  e  si  eonduca  DB. 
I  due  triangoli  DMK, 

DMB   sono   eguali  (Lib.  L 

Pbop.  IV),  per  avère  il  lato 

Ml>   connue ,   i  lati   MK , 

MB  egoali,  perché  raggi  del 

cerchîo,  e  gli  nngoli  KifD. 

B -t//)da  esai  oompresi  eguali 

per  costruzicoe  ;  quindi   il 

teno    lato   DK  del    primo 

triangolo  è  egnale  al  teno 

lato  DB  del  seconde  A 

Nesaun  altro  segmento  puô  conclurai  dal  punto  D 

alla  cïroooferenza  ABG  egnale  al  segmento  DK. 

Snpponendo,  iafatti,  che  ve  ne  fosse,  se  ci6  è  pos- 
sibile,  on  altro  DN,  poichè  DN  sarebbe  egnale  a  DK, 
e  questo  è,  per  costmeione,  egnale  a  DB,  sarebbe  pure 
(au.  la)  DN  egnale  a  DB,  ossia  il  segtnento  pîù  Ion- 
tano  dal  eegmento  minimo  DG  egnale  al  più  vicino, 
il  che  è  asaurdo  per  la  4»  parte  del  teorema. 

Qnesto  si  puè  anche  dimostrare  dïrettamente,  os- 
servando  che  qualonqae  altro  segmento  condotto  da 
D  ad  nn  pnnto  délia  oirconferenza  deve  incontraria  o 
fra  B  e  G  o  fra  B  od  A  ;  il  segmento  ottenuto  è  dun- 
qne  per  la  parte  4»  del  teorema,  uel  primo  caao  mi- 
nore di  DB,  e  nel  seoondo,  maggiore  di  DB,  e,  coo- 
segaonte mente,  minore,  o  maggiore,  del  segmento  DK. 


Bia  V  il  punto  comune  a  due  circomerenze  i  cemri  aeiio 
Ali  siano  A  e  B;  da  Csi  conduca  CD  perpendicoiave  ad  Ail, 
i  prenda  sopra  il  suo  prolungamcnto  DE  eguale  a  CD:  vo- 
amo  dimostrare  che  anche  il  punto  E  appartiene  aile  duc 
:conferenze.  Congiungundo  A  cou  G  e  con  E  si  hanno  le  duc 
Tique  AU,  AE,  le  qoali,  essendo  equidistanti  dal  piede  délia 


LIBRO  TEttZO 


185 


le  dae  circonferenze  nei  punti  D  ed  H:  m  condaca.no 
AF  ed  AG. 

Nel  triangolo  AGF  (Lib.  L  Pbop.  XX)  la  somma 
dei  due  lati  AG}  GFè  maggiore  del  lato  rimaneute  A  F, 
cioè  ai  FEy  che  è  ego  aie  ad 
AF,  corne  raggi  del  cerchio 
ABC;  togliendo  ad  ambe- 
dae  le  parti  il  segmento  co- 
mune  FG,  rimane  (as s.  5°) 
GA  maggiore  di  GH.  Ma 
G  A  è  egoale  a  GD,  perché 
raggi  del  cerchio  ADE; 
dunque  sarebbe  anche  GD 
maggiore  di  GH,  cioè  la 
parte  del  tutto,  il  che  (as 8.  9°)  è  assnrdo. 

Fer  conseguenza  la  retta  che  unisce  F  con  G 
non  puô  incontrare  le  dae  circonferenze  altro  che  nel 
punto  di  contatto  A. 


Corollario.  —  Se  due  circonférence  sono  tangenti  inter- 
namente,  la  congiungente  dei  centri  è  egtiale  alla  differenza 

dei  raggi, 

Siano  L  ed  V  due  circonferenze 
di  centri  0,  0':  vogliamo  dimostrare 
che  00'  è  eguale  alla  differenza  dei 
raggi.  Infatti,  congiungendo  0  con 
0'  la  congiungente  passera  per  il 
punto  di  contatto  C  délie  due  circon- 
ferenze (Lib.  III.  Prop.  XI)  e  quindi 
avremo  :  C0'+  0'0  =  CO,  e  toglien- 
do C<y  da  ambo  i  membri:  0'O  =  CO—CO'. 

Inversamente  si  dimostrerebbe  che,  se  la  distanza  dei 
centri  di  due  circonferenze  è  eguale  alla  differenza  dei  raggi , 
le  due  circonferenze  sono  tangenti  intemamente. 


Eserclzl 

168.  Data  una  circonferenza,  nna  retta  ed  un  punto  aopra  qoeata, 
avare  un  necondo  punto  délia  retta  equidiatanto  dal  punto  dato  e  dalla 
rconfèrenza. 


169.  Lu  ciroonfera 


Se  due  circonfai 
;a  che  uoiace  i  1 

ontatto. 

Siaoo  le  due  i 
irnamento  nel  g 
C,  a  G  il  ceutt 


ire  che,  condix 
e  per  il  punto 
Supponiamo,  se  è  paasibile,  che  cio  DOQ  accada,  e 
questa  retta  tagli  le  duo  eirconferenze  ne!  punti  C, 
ed  uniamo  il  punto  A  coi  ce  o  tri  F,  G. 
Esaendo  F  centro  del  cerchio   ABC,  il  segtnento 
è  eguale  ad    FC,  corne  raggi  ;   di  più,  eaaendo  G 
tro  del  ceichio  ADE,  il  segmento  AG  è  egunle  s 
1  per  la  atessa  ragione;  dunque  la  nomma  dei  di 
menti  AF,  AG  è  eguale  (o*#.  2")  alla  somma  d 
>  aegmenti  FC,  DG  ;  e  perciô  l' intero  segmento  F( 
è  maggiore  délia  somma  di  FC,  DG,  perché  egua 
i  somma  di  FC,  'CD,  DG,  sarebbe    pure   maggioi 


r 
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délia  somma  di  FA,  AG,  il  che  è  assurdo,  perché  an 
lato  di  un  triangolo  è  sempre  minore  dalla  somma  de- 
gli  al  tri  due  (LlB.  I.  Pbop.  XX). 

Dunqae  la  retta  che  unisce  i  ce n tri  F}  G  deve  pa*- 
sare  per  il  pnnto  di  contatto  A  délie  due  circonfercnze. 

Corollario.  —  Se  due  circonferenze  sono  tangenti  ester- 
iiamente,  la  disianza  dei  cenlri  è  eguale  alla  somma  dei 
raggi. 

Siano  L,  V  due  cir- 
conferenze di  centri  0 
ed  (y  tangenti  nel  punto 
A:  vogliamo  dîmostrare 
che  OO*  è  eguale  alla 
somma  dei  raggi.  Poi- 
chè  abbiamo  dimostrato 
(Lib.  III.  Prop.  XII)  che 

se  due  circonferenze  sono  tangenti  esternamente,  la  contin- 
gente dei  centri  passa  per  il  punto  di  tangenza,  avremo 

oa  =  oa  +  (y  a. 

loversamente,  se  la  distansa  dei  centri  di  due  circonfe- 
renze è  eguale  alla  somma  dei  raggi*  le  due  circonferenze 
sono  tangenti  esternamente. 

Esercizi 

170.  Deacrivere  una  circonferenza  : 
1°  Che  abbia  nu  centro  dato  e  ai»  tangente  ad  nnn  circonferenza  data. 
2°  Cbe  abbia  un  raggio  «lato  e  ma  tangente  ad  uua  circonferenza  data  in 

un  pnnto  dato. 
3*  Che  abbia  an  raggio  dato,  paasi  per  un  pnnto  dato  e  sia  tangente  ad 

nna  retta  data. 
4°  Che  abbia  un  raggio  dato  e  ala  tangente  a  due  ciroonfereuee  date. 
S°  Che  posai  per  nn  pnnto  dato  e  siu  tangente  ad  uua  circonferenza  duta 

in  nn  pnnto  dato. 
6*  Che  pasai  per  un  pnnto  dato  e  sia  tangente  a  dne  circonferenze  «gnall. 
7*  Che  sia  tangente  a  dne  circonferenze,  ad   una  délie  qnali  in  un  punto 

dato. 

PROPOSIZIONE   F 
TEORKMA 

Se  due  circonferenze  sono  es  terne   V  una  ail*  altra,  la 
istanza   dei  loro   centri  è   maggiore  dei  fa   somma  dei  loro 

*{Wi- 

EUmenti  d'  Enclid:  13 
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Hî>.  Di  pin,  easendo  H  centre  de]  cerchio  EBFD.  il 
aegmeuto  BH  è  eguale  al  //7Î.  perché  raçgi;  meutre 
abtiiaroo  prima  dimostrato  clie  é  BH  raaggiore  di  HD. 
Esaendo  queute  due  conclusion!  coutradittorie.  è  assurda 
l' ipotesi  che  le  due  circonferenze  aïano  tangenti  in  due 

2°  Supponiamo    ora    che    le    due  circonterou/o 
aiano,   se    è    possibile,  tangenti   este  ma  mante    in    due 


ptrati  B  e  D:  si  vuol  dimoatrare  che  anche  questo   è 
assurdo. 

Infatti,  condueendo  la  corda  BD,  poichè  ea-a  uni- 
ace  due  punti  di  ciascuna  délie  due  circonférence,  do- 
vrebhe  cadere  al  tempo  stesso  dentro  all'uno  e  all'al- 
tro  cerchio  (LiB.  III.  Prop.  II);  ma  questo  è  asuurdo, 
perché,  easendo  le  duc  circonferenze  esterne  l'una  al- 
l'altra,  se  la  HD  è  interna  ad  uno  dei  corehi,  deve  essore 
estera*  ait' ait ro. 

Dunque  le  dne  circonferenze  non  possono  toccarsi 
neppure  eaternaraente  in  più  di  un  punto. 

Scolio.  —  Riassumendo,  possiamu  dire  che  due  circon- 
ferenze, situate  in  uno  Btcsso  piano,  pnssonn  trovarsi  in  chi- 
que pneizioni  diverse: 

1"  Due  cireonferenxe  sono  esteras  l'una  aU'attra,  se  la 
distança  dei  ceniri  è  magyinre  délia  somma  dei  toro  r/iyyt. 

2"  Dite  cirrnnfercmr.  sono  tangenti  r,*!rrnaincilte,  se  tu 
dixtanzadei  toro  ce-ntriè  egmile  alla  somma  dei loro raggi . 
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drato  costroito  sopra  ED;  ma,  essendo  i  triangoli  ÂFE, 
EGL>   rett&ngoli  in  F  ed  in    (?,   la  somma   dei   qua- 
drati  oostmiti   sopra   FEt  A  F  è  équivalente    Lib.  I. 
Prop.   XL VII)  al  quadrato  costruito  sopra  ÂE;  e  la 
somma  dei  quadrati  costrniti   sopra  EGt  GD  è  équiva- 
lente  al  qnadrato  costrnito 
sopra    ED  :    ma    abbiamo 
detto  essere  il  qnadrato  co- 
strnito sopra  ÂE  eguale  al 
qnadrato     costrnito     sopra 
ED  ;  dnnqne  la  somma  dei 
qnadrati  oo>truiti  sopra  EF, 
AF  è  équivalente  (as*.  1°) 
alla  somma  dei  qnadrati  co- 
strniti sopra  EG,  GD]  ma 
il  qnadrato  costroito  sopra  AF  è   eguale  al   qnadrato 
co8truito  sopra  GD,   perché    AF  e   GD  sono    eguali: 
dnnqne  {as s.  3°)  il  rimanente   qnadrato    costrnito    so- 
pra EF  è  eguale  al  rimanente  quadrato  costrnito  so- 
pra EG7  e  perô  EF  è  eguale  ad  EG. 

Dunqne  le  distanze  EF,  EG  délie  due  corde  eguali 
AB,  CD  dal  centro  sono  eguali. 

2°.  Siano  ora  eguali  le  distanze  dal  centro,  EF 
ed  EG,  délie  due  corde  AB,  CD:  si  vuol  dimostrare 
che  queste  due  corde  sono  eguali. 

Fatta  la  medesima  costruzione,   dimostreremo  co- 
rne prima  cbe  AB  è  doppio  di  AF  e  CD  "di    GD.  Al- 
lora,  poichè  AE  è  eguale  ad  ED,  il  qnadrato  costruito 
sopra  AE  è  eguale  al   qnadrato  costruito   sopra  ED; 
ma,    essendo  i    triangoli    AFE,   DGE    rettangoli    in 
F  e  Gf  il  qnadrato    costrnito    sopra  AE  è   (Lib.  I. 
?BOP.  XL VII)  équivalente  alla  somma  dei    quadrati 
sostruiti  sopra  A  F,  EF,  ed  il   quadrato    costruito  so- 
)ra  ED  è   équivalente  alla  somma   dei  quadrati   co- 
itruiti  sopra  DG}  GE]  dunque  (as 8.  1°)  la  somma  dei 
quadrati  costruiti  sopra   A  F,  FE  è  équivalente    alla 


somma  dei  quadrati  eostru 
il  quadrato  costruito  HOpn 
ooatruito  aopra  GE,  perch' 


quali  le  distanae  EF,  EG 
vono  essere  eguali. 

Scolio.  —  Si  possono  dim< 
le  due  parti  del  teorenia,  o& 
due  triangoli  rellangoli  A. 
Pkop.  A.  Cor.  4")  perché  han 
come  raggi  del  cerchio,  e  i 
meta  di  corde  eguali  ;  e  pen 
che  sono  la  distanze  délie  du 
sere  eguali.  Nolla  seconda 
risultano  eguali,  per  essere  e 
e  i  due  cateti  EF,  EG  per  ip 
tcti  AF,  DG  risultano  cgual 
sono  doppic  di  questi,  sono  ; 

Coroixamo.  —  II  luogo  i 
ad  una  data  corda  di  un  cer 
trica  alla  data  e  Che  ha  per 
e  la  corda  data,  perche  tutti 
essendo  eguali,  la  stcssa  dis 
qnosta  distanza  essendo  la  i 
tro  sopra  le  cordo,  cade  (Lis. 
di  ciascuna  di  esse. 

Esc 

171.  Dne  norde  parallck.  con 

pus»  per  11  centra. 


m 
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173.  Trorare  il  loogo  d*l  centri  dclk*  àrconl'ereni-  che  luinuo  uu 
dato  raggio  e  du  mteroettano  aopra  una  retta  data  corde  eguali  ad  un 
•egmento  dato. 

173.  Se  due  eiroonferenze  ai  tagliano ,  i  due  segmwti  di  due  ae- 
eanti  paraDele,  coadoUe  per  i  pantt  di  intoneaione,  oompresi  £ra  1*  duo 
rircon/erenxe  aooo  egoalL 


PBOPOSIZIONE  XV 


TEOREMA 


MA  B 


In  qualunque  cerchio  la  corda  massima  è  il  diame- 
tro, e  délie  altre  quella  più  vicina  al  centro  è  maggiore 
délia  più.  lontana. 

Nel  cerchio  ABC,  sia  AD  il  diametro,  E  il  centro 
e  sîa  BC  una  corda  più  vicina  al  centro  délia  FG:  si 
vuol  dimostrare:  1°  che  AD  è  maggiore  di  qualunque 
altra  corda;  2°  che  BC  è  maggiore  di  FG. 

Si  conducano  dal  centro  E  le  EH,  EK  perpendi- 
colari  aile  corde  BC,  FG; 
poichè  BC  è  più  vicina  al 
centro  di  FG.  savà  EK  mag- 
giore di  EH ;  e  quindi  si 
potrà  tagliare  daJBA'(LiB.  I. 
Prop.  III)  EL  eguale  ad 
EH.  Per  il  punto  L  si  con- 
daca  (Ltb.  I.  Prop.  XI) 
M N  perpendicolare  ad  EK, 
e  si  condacano  i  raggi  EM, 
EN,  EF,  GO. 

Allora,  essendo  egaali  le  perpendicolari  EH,  EL 
che  misurano  le  distanze  del  centro  E  dalle  corde 
BC,  MN,  queste  due  corde  (Lib.  III.  Prop.  XIV)  sono 
egnali. 

1°  Ora,  poichè  EM  è  egnale  ed  AE,  ed  EN  ad 
ED,  corne  raggi  dello  stesso  cerchio,  il  diametro  AD  è 
eguale  alla  somma  di  EM,   EN;  ma  questa  somma, 


r 
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cadere  alcun'  altra  retta  che  paoai  per  la  stessa  estre- 
mità  del  diametro. 

Nel  cerchio  ACB1  che  ha  per  centro  D,  preso  un 
diametro  qualunque  AB,  si  conduca  per  l'estremo  A 
la  perpendicolare  AE  a  questo  diametro  :  si  vuol  di- 
mostrare  che  questa  perpendicolare  ha  tutti  i  suoi 
punti  esterni  al  cerchio,  e  che  nello  spazio  compreso 
fra  AE  e  la  circonferenza  non  si  puô  conduire  per  il 
punto  A  nessun'  altra  « 

retta.  ^~ 

1°.  Infatti,  sup-  / 

poniamo  che  ci 6  non  / 

aia,  e  che  la  perpendi-  / 

colare    condotta    nel  \  J 

punto  A  al  diametro  \ 

BA  cada  internamente  \ 

al  cerchio,  per  esem-         ^ — 

pio  nella  posizione  J.CJ  ^ 

e  ai  conduca  DC.  Allora,  essendo  il  triangolo 
DÀC  isoscele,  perché  DA  e  DC  sono  eguali,  corne 
raggi  del  cerchio,  dovrebhero  essere  eguali  (Lib.  I. 
PiiOP.  V)  gli  angoli  DAC,  DCA  opposti  ai  lati  eguali: 
ma  DAC  è  retto,  per  ipotesi:  dunque  dovrebbe  essere 
rotto  anche  DCA,  il  che  è  assurdo,  perché  (Lib.  I. 
Pttop.  XVII)  in  un  triaugolo  la  somma  di  due  angoli 
deve  essere  sempre  minore  di  due  angoli  retti. 

Dunque  la  perpendicolare  condotta  al  diametro  AB 
per  il  punto  A  non  puô  cadere  internamente  al  cerchio. 
È  évidente  poi  che  non  puô  cadere  sopra  la  cir- 
conferenza, perché  abbiamo  dimostrato  (LiB.  III.  Pro- 
pos. II)  che  se  una  retta  ha  a  comuue  con  una  circon- 
renza  due  punti  giace  tutta  nell'interno  del  cerchio. 
2°  Vogliamo  ora  dimostrare  che  fra  la  perpen- 
colare  AE  e  la  circonferenza  ACB  non  puô  cadere 
cun' altra  retta  condotta  per  il  punto  A. 

Vi  cada,  infatti,  se  è  possibile,  la  AF%  e  si  conduca 


196 

supra  quesU,  è 
quale,  easendo 
dal  cerchio,  inci 
Poichè  ne] 
aarà  l'angolo  L 


D un que  qu 
da  AE  non  pal 
circonforenza,  r 
in  un  altro  puni 

Altra  dim 
anche  darsi  la  ê 
T.  Sia  d 
cerchio  ABCàît 
D,  e  flia  FE  p« 
dieolare  al  dia 
A  C  nel  auo 
mo  A:  61  vue 
moatrare  che  q 
retta  cade  fuor 
cerchio,  cioè  et 
tutti  i  Huoi  punti 
ni  al  cerchio. 

ai  prenda  se 
a  ai  u  niées  il  pu 


LIBRO  TERZO  199 

chio  BCD  nella  saa  estremità  è  tangente  (Lib.  m. 
Pbop.  XVI,  Cor.)  alla  circonferenza. 

Dunque  per  il  pnnto  A  abbiamo  coudotto  la  AB 
tangente  alla  circonferenza  data  BCD. 

Scolio  I.  —  Dal  punto  A  possono  condursi  due  tangenti 
alla  circonferenza  data,  perché,  prolungando  FD  flno  ad  in- 
contrare  la  circonferenza  AFG  nel  punto  Q>  unendo  E  con 
G,  e  congiungendo  il  punto  J7,  nel  quale  la  EG  taglia  la 
circonferenza  BCD,  col  punto  A%  otteniamo  un'altra  tan- 
gente AH. 

Scolio  H.  —  È  facile  dimostrare  che  le  parti  di  due 
tangenti  condotte  dallo  stesso  punto  alla  circonferenza  e  com- 
prese  fra  U  punto  dato  ed  il  punto  di  contatto  sono  eguali. 

Infatti,  i  due  triangoli  rettangoli  ABE,  ABE  sono  eguali 
(Lin.  I.  Pbop.  A.  Cor.  4°) ,  perché  hanno  Y  ipotenusa  AE 
cota  une,  ed  i  cateti  EB,  EH  eguali,  corne  raggi  del  cercliio 
BCD:  ne  consegue  che  gli  al- 
tri  due  cateti  AB,  AH  sono 
pure  eguali. 

Scolio  III.  —  Se  il  punto 
dato  A  é  sopra  la  circonferenza 
del  cerchioiÊCDjpiù  facilmente 
ai  risolve  il  problema,  con- 
ducendo  il  raggio  OC  al  punto 
di  contatto  dato  C  e  (Lib.  I. 
Pbop.   XI)  per  il  punto  C  la  B 

AB  perpendicolare  al  raggio  OC:  allora  la  AB,  essendo  per- 
pendicolare  al  raggio  nella  sua  estremità,  è  (Lib.  III.  Pro- 
pos. XVI,  Cor.)  tangente  alla  circonferenza. 


PROPOSIZIONE  a 

PROBLEMA 

Descrivere  le  tangenti  comuni  a  due  circonferenze  date. 

Siano  le  due  circonferenze  di  raggi  OA,  CB:  vogliamo 
îdurre  le  tangenti  comuni  aile  due  circonferenze. 

Iramaginiamo  il  problema  risohito,  e  sia  AB  una  del  le 
igenti  richie8te:  uniti  icentri  0  e  C  con  i  punti.  di  contat- 
A  e  B,  e  condotta  da  C  la  CD  parallela  alla  ABy  la  figura  \ 


78.  Chiamasi  normale  ad  una  curva  nel  punto  A  la  pcr- 
pendicolare  AU,   condotta  alla  tangente  AB   dal    punto  di 
conta  Un  A. 


conferenza.la  normale  coïn- 
cide con  la  direzioaa  del 
raggio  perpendicolare  alla 
tangente;  du  nque  essa  passa 
per  il  centro.  Per  conduire 
una  normale  al  cerehto  per 

esterno,   si   uniece   queslo 

t.io  di  una  retta,  la  quale  pro- 

iferenza  in  due  punti  B,  D,  ed 

aile  tangenti  condotte  per  questi  punti:  dun- 

o  due  normali  le  direzioni  délie  quali  coinci- 

Dnlïcne  il  centro  dieesi  normale  massima,  e 


punto  col  centro  G  per 

lungata   incont 

è  perpendicolar 

que  AB,  AD  bc 

dono.  AB  che 

AD  che  prolu 

gâta  passa  per 


Poiche 
i  seg  menti  che 
uniscono  it  punto 
A  agli  altri  punti 
délia  circonferen- 

pcndicolari   aile 
tangenti   in   que- 
sti punti,  daremo  loro  il  nome  di  oblique,  e  direran  che  cs-=* 
si  allontanano  egualmente,  a  disegu  al  mente,  da  una  normale, 
secondochè  gli  archi  compresi  tra  l'estremo  délia  normale  e 
gli  estremi  délie  oblique  saranno  eguali  o  diseguali. 

Quando  una  retta  è  obliqua  riapetto  alla  circonferenia,  si 
chiama  angolo  délia  retta  con  la  circonferenia  l'angelo  cite 
■'obliqua  forma  con  la  tangente  condotta  alla  circon  le  renia 
nel  punto  in  cui  questa  viene  incontrata  dalla  retta  stessa. 

76.  Da  queste  eonsiderazinni  risulta  che  i  teoremi  VII 
e  VIII  possono  enunciarsi  nel  niodo  seguente: 

Se  da  un  punto  si  conducono  le  due  normali  ed  un'obà- 


Tk 
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qua  qualunque  ad  una  circonferenza,  V  obliqua  è  maggiore 
délia  normale  minima  e  minore  délia  normale  massima. 

Due  obligue  egualmente  lontane  da  una  délie  normali 
sono  eguali. 

Di  due  oblique  disegualmente  lontane  dalla  normale  mi- 
nima,  conduite  alla  parie  convessa  délia  circonferenza  la  mag- 
giore è  la  più  lonlana,  e  di  due  oblique  disegualmente  di- 
stante dalla  normale  massima,  condotte  alla  parte  concava 
délia  circonferenza  la  più  lontana  è  la  minore. 

77.  Si  chiama  angolo  al  centro  quello  che  ha  il  vertice 
nel  centro  di  una  circonferenza,  e  angolo  inscritto  quello  che 
ha  il  vertice  sopra  la  circonferenza  e  per  lati  due  corde. 

78.  L'arco  compreso  fra  i  lati 
dell'angolo  al  centro,  o  di  quello  in- 
scritto,  si  chiama  Yarco  intercetto 
U air  angolo  sopra  la  circonferenza,  o 
l'arco  sopra  cui  insiste  Y  angolo. 

Nella  figura  qui  unita  gli  angoli 
AOC,  BOC,  sono  angoli  al  centro  e 
gli  angoli  ADC,  ABC  angoli  in- 
scritti. 


Esercizi 

175.  Dato   il  raggio  di  un  cercltîo  tangente  a  due  rette  date,   non 
parallèle,  détermina rne  il  centro. 

17©.  Deacrivere  on»  cireoniexvnxa: 
1*  Che  abbia  nn  centro  dato  e  aia  tangente  ad  nna  rettn  data. 
2°  Cbe  abbia  un  raggio  dato  e  sia  tangente  ad  una  retta  data  in  nn  puuto 

dato. 
8"  Che  abbia  nn  raggio  dato,  passi  fier  tin  pnnto  dato  e  aia  tangente  ad 

una  retta  data, 
4    Che  abbia  nn  raggio  dato  e  sia  tangente  a  duo  retto  concurrenti. 
6*  Che  abbia  an  raggio   dato  e  aia  tangente  ad  una   retta  data  e  ad  una 

circonterenza  data. 
•°  Che  passi  per  nn  pnnto  dato  e  sia  tangente  a  due  rette  parallèle. 
?    Che  abbia  il  centro  sopra  nna  retta  data  e  passi  per  due  punti  (lati, 
8*  Che  sia  tangente  ad  una  retta,  o  ad   una  circonferenza  data,  e  deter- 

mlni  sopra  due  rette  parallèle  due  corde  di  lungliezza  data. 
°*  Che  sia  tangente  a  due  rette  parallèle  date  e  ad  una  circonferenza  data. 
Che  sia  tangente  a  due  rette  concorrenti  date  e  ad  una  circonferenza 

data  avento  il  centro  equidiataute  dalle  due  rette. 
Che  sia  tangente  ad  una  retta  data  e  a  due  circonferenze  eguali  aventi 

i  cent  ri  sopra  una  parallela  alla  retta  data. 
Che  sia  tangente  a  due  rette  date  ad  una  délie  quali  in  un  punto  dato. 


goli  insc 
eguati  li 
glj  anK< 
di  cercb 
oli  sono 
«ça  il  et 


10  segm 
di  cerch 


a  format*. 

IF,  BC due  fecanti 
punto  II:  voglianio 
uato  b  cgu.ilc  alla  u 


ano  nell*  intemo  el 
u  ehe  1'  angolo  A  W 
mgulo  al  ccntro    ie 
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intercetta,  sopra  la  circonferenza  un  arco  eguale  alla  somma  dei 
due  archi  ACeDE  che  i  suoi  lati  ABy  BCed  i  loro  prolungamenti 
JBEj  BD  intercettano  sopra  la 

circonferenza.  Unendo  G  con  E  #   ^ ^^e 

si  vede  che  l'angolo  ABC,  ester- 
no  al  triangolo  BEG%  è  eguale 
alla  somma  degli  angoli  BEC, 
BCE  (Lib.  I.  Prop.  XXXII);  ma 
l'angolo  BEC  è  eguale  (Lib.  III. 

Prop.  XX)  alla  meta  dell'angolo         ^  /c 

al  centro  che  intercetta  l'arco 
ACy  e  T  angolo  BCE  è  eguale 
alla  meta  dell'angolo  al  ceutro 
che  intercetta  T  arco  DE:  quindi  l'angolo  ABGè  eguale  alla 
meta  dell'angolo  al  centro  che  intercetta  un  arco  eguale  alla 
somma  degli  archi  AC  e  DE, 


PROPOSIZIONE  I 


TEOREMA. 

IS  angolo  formato  da  due  secanti  che  si  incontrano  fuori 
del  cerchio  è  eguale  alla  meta  dell'angolo  al  centro  che  intercetta 
un  arco  eguale  alla  différent  a  degli  archi  compresi  fra  i  suoi  lati. 

Siano  le  due  secanti  AB,  BCy  le  quali  si  incontrano  fuori 
del  cerchio  nel  punto  B,  formando  V  angolo  ABC  :  voglia- 

mo  dimostrare  che  quest' angolo  è 
la  meta  deir  angolo  al  centro  che 
intercetta  sopra  la  circonferenza 
un  arco  eguale  alla  differenza  de- 
gli archive,  DE. 

Condotta  la  corda  DC  si  vede 
che  T  angolo  ADC,  esterno  al 
triangolo  DBG,  è  eguale  alla  som- 
ma dei  due  angoli  interni  B  e  C; 
quindi  l'angolo  B  è  eguale  alla 
differenza  degli  angoli  ADC  e  C. 
Ma  l'angolo  ADC  è  (Lib.  III. 
Prop.  XX)  la  meta  dell'angolo  ai 
centro  che  intercetta  sopra  la  cir- 
conferenza l'arco  .4(7,  e  l'angolo  Ce 
eguale  alla  meta  dcU'angolo  al  cen- 
tro che  intercetta  sopra  la  circonfc- 
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)E:  quindi  l'angolo  ABC  è  la  meta  dell'angolo 
intercetta  un  arco  oguale  alla  differenza  dei 
0  DE. 

10.  —  Il  luogo  del  vertice  di  un  angolo  cos tante 

in  un  piano,  in  modo  che  i  suai  lati  passino  sem- 

■unti  flssi  del  piano,  è  un  arco  di  cerctùo  che  ha 

;gmenlo  che  unisce  t  duepunti  dati. 

in  angolo  qualunque,  il  quale  si  mue- va  in  modo 
o  costantemente  per  i  punti  A  e  C:  dob- 
biamo  dimostrare  che  il  vertice  B  ai 
muovo  eopra  un  arco  di  cerchio  che 
ha  per  corda  AC.  Infatli,  indicando 
con  B,  B',  B"'  le  diverse  poaizioni  del 
punto  B  e  fecendo  passare  per  A,  B, 
C  una  circonferenaa,  1'  angolo  B  é 
eguale  alla  meta  dell'  angolo  al  cen- 
tro  che  intercetta  l'arco  AC  eompreso 
fra  i  suoi  lati,  e  quindi  anche  gli  an- 

J  goli  B1  e  B"  debbono  eesere  eg«a.li 

allô  stesso  angolo,  ossia,  per  i   tre 

denti,  il  loro  vertice  si  deve  trovare  sopra  1"  arco 

iso  si  dimostrerebbe  per  l'angolo  ADC  situato 

pposta  délia  retta  AC. 


sraillû  :td  Ul 
u  si  ottitno 

,..r  uw,  dei  | 

iZÎ  ed  AU  u 

in  oonglungc 
cgoale  nel  * 
<■ir-po.ilui.Mi. 

■r  il  jiuuto  d 

i  i.i.i.t..  dl 

rette  conilotle  du  due  pnnti  dn&i  no- 
uuu  tangente  iill*  modfaima  il  mu- 
pnntn  ooEnlderato  nonra  1*  ungrale 

junti  dl  ii 

□terootlone  dl  due  eirooniereuEe  ebo 
obile,  le  oonginngonti  i  due  eetrvnii 

ino  due  corde  di  un  oerehio  tvenU  on  eetrenio 
di  ineiio  degli   an-t-bl  AB  ei  AC,  ta  F  e  O  i 
nie  dei  pnntj  II  on  E  tnglia  AB  ed  AC,  dimo- 

u>  «i  tnglumo  nel  pnntl  A  e  S  ed  il  centro  di 
Dimoslrare  che  ne  ACD  i  nnn  corda  qimlm 
' interiKilnne  A,  al  lin  Clt  émule  n  CD, 

r 
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PBOPOSIZIONE   XXII 


TEOREMA 


I*a  somma  degli  angoli  opposti  dei  quadrilatsri 
che  hanno  i  vertiei  sopra  una  circonferenza  è  eguale  a 
due  angoli  retti. 

Sîa  il  qaadrilatero  ABCD  il  quale  ha  i  vertici  sopra 
la  circonferenza  ABC:  ai  vuol  dimostrare  che  le  somme 
degli  angoli  opposti  ABC,  ADC,  o  BAD,  BCD  di  que- 
sto  qaadrilatero  sono  eguali  a  due  angoli  retti. 
Si  condncano  le  diagonalt  AC,  BD. 
Poichè  la  somma  dei  tre  angoli  di  un  triangolo  è 
eguale  a  due  angoli  retti  (Lib.  I.  Peop.  XXXII),  la 
somma  dei  tre  angoli  ABC,  CAB,  BOA  dei  triangolo 
ABC  è  eguale  a  due  angoli 
retti:    ma    Tangolo    BAC 
è   eguale   all'angolo   BDC 
(Lib.  III.  Peop.  XXI),  per- 
ché   inscritti    nello    stesso 
8egmento  di  cerchio  BADC\ 
e  l'angolo   ACB  è  eguale 
all'angolo  ADB,  perché  in- 
scritti    nello     stesso     seg- 
ment o  di   cerchio  ADCB: 
dunque  l'intero  angolo  ADC 
é  eguale    alla   somma    dei 

due  angoli  BAC,  ACB.  Aggiongendo  ad  ambedne  l'an- 
golo  ABC,  risulta  (ass  2°)  la  somma  degli  angoli 
ADC,  ABC  eguale  alla  somma  dei  tre  angoli  BAC, 
CB,  ABC*  ma  abbiamo  detto  che  questa  somma  é 
juale  a  due  angoli  retti;  dunque  anche  la  somma 
ôi  due  angoli  ADC,  ABC  è  eguale  a  due  angoli  retti. 
jialogamente  si  diraostra  che  la  somma  degli  angoli 
ÏAD,  BCD  è  eguale  a  due  angoli  retti 


Donque  la  somma  di 
quadrilatero  qualnnque  che 
c  on  1er  ouï  a  è  eguale  a  due  angoli  retti. 

Scolio.  —  Che  la  somma  degli  altri  duo  angoli  BAD, 
BCD  è  purs  egualo  a  due  angoli  retti  rieulta  anche  dalla 
dimostrazione  fatta,  perché,  essendo  la  somma  degli  angoli 
dei  quadrilatero  egualo  a  Quattro  angoli  retti  (Lis.  I.  Prop. 
67.  Cor.  i°),  se  la  somma  dei  due  angoli  ABC,  ABC  è  eguale  a 
due  angoli  retti,  qnella  dei  due  rimanenti  BAD,  BCD  dovo 
essere  pure  eguale  a  due  angoli  retti. 


(Reoiproco  al  XXII). 

Se  la  somma  di  due  angoli  opposti  di  un  quadrilatero  è 
eguale  a  due  angoli  retti,  per  i  Quattro  vertici  di  esso  passa 
una  circonferenza. 

Sia  nel  quadrilatero  A  BCD  la  somma  degli  angoli  A*  C 
eguale  a  due  angoli  retti,  e,  per  eonseguenza,  eguale  pure  a 
due  angoli  retti  la  somma  degli  angoli  B,  2):  si  vuole  dimo- 
strare  che  per  i  quattro  punti  a 

A,  B,  0,  D,  si  puô  far  passare 
una  circonferenza. 

Si  descriva  la  circonferenza 
che  passa  per  A,  B,  C  (Lia.  III. 
Prop.  C)  :  queeta  dovrà  pas- 
sare anche  per  il  quarto  ver- 
tical). Supponiamoche  ciùnon 
aceada,  e  che  la  circonferenza 

tagli  il  lato  CD,  o  il  suo  pro-  -  -^  ~~Pft 

lungamento,  nel  punto  E,  e  si  "" 

unisca  A  con  E. 

Poiohè  il  quadrilatero -4ECflhai  vertici sopra  una  circonfe- 
renza, la  somma  degli  angoli  opposti  if,  AECé  eguale  a  due  an 
goii  retti  (Lis.  III.  Puop.  XXII)  ;  ma,  per  ipotesi,  la  somma  degl 
angoli  B,  De  pure  eguale  a  duo  angoli  retti  ;  dunque  {as*,  t" 
la  somma  dei  due  angoli  B,  I)  c  eguale  a  quel  la  degli  an- 
goli £,  AKC,  e,  togliendo  l'angolo  comune  Ji,  resterebbe 
(«m.  4")  l'angolo  /;,  interne  al   triangolo  ADE,  eguale  al- 


r 
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l*esterno  ôpposto  AEC,  il  che  è  assurdo  (Lib.  I.  Prop.  XVI); 
dunque  la  circonferenza  passa  per  D. 

Scolio.  —  Ri  su  1  ta  dai  due  teoremi  precedenti  che  la  corn," 
disione  necessaria  e  suffîciente,  perché  per  quattro  punti  di 
un  piano,  dei  quali  tre  consecutivi  non  siano  in  linea  retta, 
si  passa  far  passare  una  circonferenza,  è  che  la  somma  de- 
gli  angoli  opposti  del  quadrilatero  ottenuto  congiungendo  fra 
loro  questi  punti,  nelVordine  in  cui  sono  dati,  sia  eguale  a 
due  angoli  retlù 

Esercizi 

190.  Dati  tre  punti  apparteuenti  ad  una  circonferenza,  dinioatrare 
couie  ai  poasano  trovare  quanti  punti  si  vogliano  délia  steesa  circonferenza 
senza  coiioscerno  il  contre. 

191.  Dimostrare  che  ogni  trapezio  isoscele  ha  i  vertici  a^-pra  una 
circonferenza. 

193.  Le  bisettrici  degli  augoli  di  nn  quadrilatero  qualunqiie  lor- 
mano  un  quadrilatero  i  vertici  del  quale  sono  sopra  una  circonferenza. 

193.  Se  nell'  interno  di  un  quadrilatero  qualunque  si  descrlvono 
quattro  circonterenze,  ciascuna  tangente  u  tre  lati  consecutivi,  i  quattro 
cent  ri  di  esse  sono  i  vertici  di  un  quadrilatero  i  cui  vertici  sono  sopra 
una  circonferenza. 

194.  Diiuostraro  che  i  piedi  délie  altezze  ed  i  punti  di  mezzo  dei  lati 
di  un  triaugolo  aono  posti  sopra  una  circonferenza. 

195.  Se  per  il  punto  di  mezzo  dell'arco  sotteso  da  una  corda  ai  cou- 
ducouu  due  corde  che  tagliuo  lu  prima  e  si  cougiungono  le  loro  entremit^, 
i  duo  triangoli  che  si  ottengono  hauno  gli  angoli  rispettivameut*  eguali,  eu 
il  quadrilatero  che  ai  ottiene  ha  i  vertici  sopra  una  circonferenza. 

196.  Le  bisettrici  degli  angoli  interni  di  un  quadrilatero,  e  quelle 
degli  angoli  esterai,  determinano  due  quadrilateri  equiangoli  1*  uno  ail'  al- 
tro  ed  i  vertici  dei  quali  aono  sopra  una  circonferenza. 

197.  Le  bisettrici  degli  angoli  fonnali  dai  lati  opposti  di  un  qua- 
drilatero i  cui  vertici  sono  sopra  una  circonferenza  sono  perpendicolari 
fra  loro. 

198.  Se  si  descrivono  quattro  circonfereuze  che  pasaino  ciascuna  per 
due  vertici  consecutivi  di  un  quadrilatero  i  cui  vertici  sono  sopra  una  cir- 
conferenza, i  quattro  punti  diversi  dai  vertici  del  quadrilatero  nei  quali  le 
circonférence  si  tagliano  sono  sopra  una  circonferenza. 

199*  Se  in  un  quadrilatero  che  ha  i  vertici  sopra  una  circonferenza 
le  diagonali  sono  perpendicolari  l' una  all'altra,  la  distanza  del  centro 
délia  circonferenza  da  un  lato  e  eguale  alla  meta  del  lato  opposto. 

Definizioni 

79.  Si  chiamano  segmenti  simili  di  due  cerchi  quelli  nci 
quali  sono  inscritti  angoli  eguali,  e,  per  oonseguenza,  quelli 
sopra  gli  archi  dei  quali  insistono  angoli  al  centro  eguali. 


80.  Un  segmento  di 
dato  quand o  tutti  gli  un 
V  angolo  dato. 


Sopra  lo  atesso  ai 
di  «aao,  non  ai  pousi 
cerchio  simili  e  diaegi 

Supponiamo,  sa  < 
segmento  AH,  preso 
scriiti  due  segmenti 


retta  qualunque  AD  c 


tesi,  simili,  «  segment 
di  angoli  egaali,  sare 
triangolo  CUB,  egna 
che  (Lre.  I.  Prop.  XI 

Scolio.  —  É  évidente 


e  due  segment i  d 
facendone  rotare  uno  at 
(loin  sopra  11  piano  délia 
si  torna  al  caso  précède 


ni 
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Si  prendano  nell*arco  d&to  ABC  tre  punti  quaiunque  A% 
B,  C,  e  si  unisca  uno  di  essi,  per  es.  B,  con  gli  al  tri  due  per 
mezzo  délie  rette  BA,  BC\  poi  divise  AB,  BG  per  meta  (Lib.  I. 

Prop.  X)  nei  punti  D,  B,  si 
fi  conducano  da  questi  punti 

(Lib.  I.  Prop.  XI)  le  DF,  EF 

perpendicolari    aile    corde 

BA,    BC.    Allora  tanto    la 

BF  quanto  la  EF  debbono, 

essendo  perpendicolari  aile 

dette  corde  nel  loro  punto 

medio,  passare  per  il  cen- 

tro  (Lib.  III.  Prop.  I,  Cor.) 

délia  circonferenza  alla 

quale  appartiene  Tarco  ABC%  e  perciô  il  centro  di  essa  è  il 

punto  F  comune  aile  due  perpendicolari,  eU  il  raggio  è  con- 

seguentemente  la  distanza  FA. 


PROPOSIZIONE  XXVI 


TEOKEMA 

i 

Nello  stesso  cercbio,  o  in  cerchi  eguali.  angoli 
eguali  che  hanno  i  vertici  ai  centri,  o  aile  circonferenze, 
insistono  eopra  archi  eguali. 

1°.  Nei  cerchi  eguali  ABC,  DEF,  che  hanno 
per  centri  G,  //,  siano  eguali  gli  angoli  ai  centri 
BGC}  EHF:  si  vuol  rtimostrare  che  gli  archi  BKCt 
ELF,  sopra  i  quali  iusistono  questi  angoli,  sono  pore 
eguali. 

Jnfatti,  presi  sopra  gli  archi  CAB,  FDE  due 
punti  quaiunque  A}  D  si  conducano  AB,  A07  DE,  DF, 
e  si  unisca  B  con  C  ed  E  con  F. 

Poichè  gli  angoli  A^D  inscritti  sono  me 
(Lib.  III.  Trop.  XX)  degli  angoli  ai  centri  G,  H  ci 
in8Îstono  sopra  gli  stessi  archi  e  questi  sono  eguali,  pi 
ipotesi,  sono  essi  pure  eguali:  quindi  i  due  segmenti  < 
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Nei  due  cerchi  eguali  ABC,  DEF  sia  l'angolo  al  centro 
BGC  maggiore  dell' angolo  al  centro  EHF,  e  si  mil  mente  Tan- 
golo  alla  circonferenza  BAC  maggiore  dell' angolo  alla  cir- 
conferenza  EDFz  si  vuol  dimostrare  che  l'arco  BIC  è  mag- 
giore deir  arco  ELF. 

Sopra  la  retta  CG  nel  punto  G  si  costruisca  l'angolo  COI 
eguale  air  angolo  EHF  (Lib.  I.  Prop.  XXIII),  se  si  tratta 


degli  angoli  ai  centri,  o  nel  punto  A  délia  AG  Y  angolo  CAI 
eguale  air  angolo  EDF,  se  si  tratta  degli  angoli  aile  circon- 
ferenze. 

Essendo  V  angolo  CGI  eguale  air  angolo  FHB,  o  1'  an- 
golo CAI  eguale  air  angolo  FDE,  saranno,  per  il  teorema 
dimostrato,  eguali  gli  archi  CI  ed  EF;  ma  poichô  {ass.  9°) 
Tarco  BIC  è  maggiore  deirarco  CI,  sarà  pure  maggiore 
deir  arco  ELF. 

Corollario  I.  —  Nello  stesso  cerchio,  o  in  cerchi  eguali, 
se  due  angoli  al  centro,  o  alla  circonferenza,  sono  Vuno  dop- 
pio  dell* altro,  anche  gli  archi  sopra  i  quali  insistono  sono 
Vuno  doppio  dell' altro. 

Corollario.  II.  —  Se  facendo  centro  nel  vertice  di  un  an- 
golo retto  si  descrive  una  circonferenza  qualunque,  V  arco 

intercetto  sopra  di  essa  dai  lati 
dell*  angolo  è  la  quarta  parte 
délia  circonferenza. 

Facendo  centro  nel  vertice 
C  dell'  angolo   retto   A  GB   e 
descrivendo  con  un  raggio  qur 
lu n que   una  circonferenza  , 
quattro   angoli  al   centre  ch 
si  ottengono  prolungando  i  la 
deir  angolo  dato  sono  egual 
perché  retti,  ed  essendo  eguali  gli  archi  che  essi  intercet 
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&: 


Fangolo  EHF.  Analogamente  si  ditnostra  che  non 
pu6  essere  minore  ;  e  perciô  questi  due  archi  sono 
eguali. 

2°.  Siano  ora  dati  gli  angoli  A,  Z),  aventi  i  ver- 
tici  aile  circonferenze,  i  quali  insistano  sopra  gli  archi 
eguali  BKC,  ELF  :  si  vuol  dimostrare  che  i  dae  an- 
goli A,  D  sono  eguali. 

Infatti,  unito  il  centro  G  con  B  e  (7,  e  il  centro  H 
conJS  ed  F,  gli  angoli  A,  D  risultano  (LlB.  III.  Prop.  XX) 


meta  degli  angoli  ai  centri  BGC,  EHF,  che  insistono 
sopra  gli  stessi  archi  e  che  abbiamo  dimostrato  es- 
sere eguali  :  quindi  (ass.  7°)  gli  angoli  A,  D  sono  pure 
eguali. 

Dunque  in  cerchi  eguali,  o  nello  stesso  cerchio, 
angoli  aventi  i  vertici  ai  centri,  o  aile  circonferenze,  che 
insistono  sopra  archi  eguali  sono  eguali. 


lin 


% 


Scolio.  I  (Contrario  al  XXVII)  —  Nello  stesso  cerchio,  o  in 
cerchi  eguali,  di  due  angoli  aventi  i  vertici  ai  centri,  o  aile 
circonférence,  e  che  insistono  sopra  archi  diseguali  il  mag- 
giore  è  quello  che  insiste  sopra  Y  arco  maggiore. 

Sia  Tarco  BIC  maggiore  deirarco  ELF  nei  cerchi  eguali 
ABC,  DEF,  e  sopra  questi  archi  insistano  gli  angoli  ai  cen- 
tri BGC,  EHF  e  gli  angoli  aile  circonferonze  BAC,  EDF:s\ 
vuol  dimostrare  che  1' angolo  BGC  è  maggiore  deirangolo 
EHF,  e  che  Tangolo  BAC  è  maggiore  delP  angolo  EDF- 

Si  costruisca,  infatti,  Tarco  CI  eguale  air  arco  FLE  e 
si  conducano  IG,  1A. 


LIBRO  TERZO 
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I  due  triangoli  AKB,  DLE  sono  eguali  iLib.  I. 
Prop.  VIII)  per  avère  i  lati  KA,  KB  eguali  ai  lati  LDt 
LE,  corne  raggi  di  cerchi  eguali,  e  i  lati  AB,  DE  eguali 
per  ipotesi:  perciô  gli  angoli  K,  L  sono  eguali.  Ma  angoli 
ai  centri  eguali  in  cerchi  eguali  insistono  sopra  archi 
eguali  (Lib.  HL  Prop.  XXVI);  quindi  anche  gli  archi 
AGE,  DHE  sono  eguali.  Togliendo  questi  dalle  due 
circonferenze  eguali,  i  rimanenti  archi  ACB,  DFE 
saranno  pure  (ass.  3°)  eguali. 

Scolio  (Contrario  al  Teorema  XXVIII).  —  Nello  stesso 
cerchio,  o  in  cerchi  eguali,  di  due  corde  diseguali  la  mag- 
giore  sottende  V  arco  maggiore,  o  il  minore,  secomiochè  si 
considerano  gU  archi  minori  o  maggiori  di  una  semicireon- 
ferenza. 

Nei  cerchi  eguali  ABC,  DEF  sia  la  corda  AB  maggiore 
délia  corda  DE:  si  vuol  dimostrare  che  l'arco  AGB  minore 


délia  mezza  circonferenza  è  maggiore  deiraroo  corrispon- 
dente  DHE;  e  che  l'arco  ACB  maggiore  délia  semicircon- 
fcrenza  è  minore  del  corrispondente  arco  DFE. 

Trovati  i  centri  JT,  L  dei  due  cerchi  si  conducano  KA, 
KB,  LD,  LE. 

I  due  lati  KA,  KB  del  triangolo  AKB  sono  eguali  ai  due 

lati  XZ),  LE  del  triangolo  DLE,  come  raggi  di  cerchi  eguali, 

,  per  ipotesi,  il  terzo  lato  AB  del  primo  triangolo  è  mag- 

iore  del  terzo  lato  DE  del  secondo  ;   perciô  V  angolo  AKB 

nipreso  fra  i  lati  AK,  KB  del  primo  triangolo  è  (Lin.  I. 

iop.  XXV)  maggiore  deir  angolo  DLE  compreso  fra  i  lati 

;uali    7>L,  LE  del   secondo   triangolo;  e   quind4,    csscndo 

lesti  angoli  al  centro,  l'arco  AGB,  sopra  il  quale  insiste 


PEOPOSIZIONE   XXIX 


TEOKEMA    (ReclDroco  al  XXV1IR 

;eeso  cerchio,  o  i&  cerchi  eguaii,  arclii  eguaii 
li  da  torde  eguaii. 

rchi  egttali  ABC,  DKF  aiano  eguaii  gli  ar- 
DHE  (e  perciô  anche  i  rimananti  AC'B, 
ano  AB,  DE  le  corde  che  sottendono  qnesti 
vuol    dimostrare  che  AB  è  eguale  a  DE. 


jiB.  III.  Prop.  I)  i  centrî  K,  L  deî  due 
•ouducano  KA,  KB,  LD,  LE. 
fcriangoli  AKB,  DLE  risultano  eguaii,  perché 
i  KA,  KB  eguaii  ai  lati  LD,  LE,  corne  raggi 
Bguali,  e  l'aDgolo  K  compreao  daî  primi 
angolo  L  compreso  dai  aeoondi  {LiB.  III. 
VII)  perché  angoli  ai  centri  che  inaistono 
rchi  AGB,  DUE,  eguaii  per  ipotesi  :  dimque 
del  primo  triaugolo  o  eguale  al  lato  DE 
■}  triaugoio. 


L1BRO  TERZO 


227 


Scolio  I.  (Contrario  al  XXIX)  —  Nello  stesso  cerchio,  o  in 
cervhi  eguali,  di  due  archi  disegucdi  il  maggiore  è  sotteso  da 
corda  maggiore  o  viinore,  secondochè  si  considerano  gli  ar- 
chi minori  o  maggiori  délia  mezza  circonferensa. 

Nei  cerchi  eguali  ABC,  DEF  sia  l'arco  AGB  maggiore 
deirarco  DHB  ed  ambedue  minori  di  mezza  circonferenza, 
e  conseguentemente  l'arco  ACB  minore  deirarco  DFE  ed 


ambedue  maggiori  di  mezza  circonferenza:  si  vuol  dimostrare 
clie  la  corda  AB  è  maggiore  délia  corda  LE.  Trovati  i  centri 
K,  L,  si  conducano  KA,  KB,  LD,  LE. 

L'angolo  al  centro  AKBè  maggiore  (Lib.  III.  Prop.  XXVII, 
ScoL)  deirangolo  al  centro  BLE,  perché  l'arco  AGB,  sopra 
il  quale  insiste  il  primo  angolo,  è  maggiore  deirarco  DHE, 
sopra  il  quale  insiste  il  secondo;  e  poichè  i  due  lati  AK,  KB, 
del  triangolo  AKB  sono  eguali  ai  due  lati  DL,  LE  del  trian- 
golo  BLE ,  ne  risulta  (Lib.  I.  Prop.  XXIV)  che  il  terzo  lato 
AB  del  primo  triangolo  è  maggiore  del  terzo  lato  DE  del  se- 
condo. 

Scolio  II. — La  présente  proposizione  e  lo  Scolio  I  ad  essa 
relativo  risultano  anche,  senza  bisogno  di  dimostraziono,  como 
conseguenza  immediata  dalla  proposizione  XXVIII  e  dal  suo 
scolio  per  la  legge  délie  inverse. 

Esercizi 


20O.  Se  col  centro  in  nno  del  panti  di  intersezione  di  âne  circonfo- 
renzo  eguali  che  ai  tagliano,  si  descrive  nn'altra  circonferenza,  i  puuti  nei 
quali  essa  tnglia  le  circonferenze  date  sono  in  linea  retta  0011  l'ultro  pnnto 
di  intersozione. 

SOI.  Se  per  un  pnnto  preso  nell'interno  di  un  cerchio  si  conducono 
due  rcUe  che  facrinno  angoli  eguali  con  la  conginngento  il  punto  dato  col 
centro,  etw»  deterniinauo  sopra  il  cerchio  aegmeuli  egnali. 
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Er.EMENTi  d'  Eticr, 

aogo  dci  oontri  délie  ci 
anfcrpriza  date,  in  no  [ 
luogo  doi  oentri  délie  oi 


ao2 .  TreTare  II 
letU  dïitsi,   a  s  un  il  ri: 

303.  Tronra  11  luog 
retle  dalo  cite  ii  UglliDO. 

204.  Trnvare  11  lnogo  det   punli  tull  et 
«al  ad  nua  clroonftirenu  d&ttt  tluio  eguli  ad 


PROPOSIZIONE 


Di videre  par  n 


a  data  a 


i  vuol 


Sia-4CBl'arco  dato  : 
in  duo  parti  egttali. 

Si  conduca  la  corda  AB,  e  an 
(LiB.  L  Pbop.  X)  nel  punto  D 
Pbop.  XI)  par  il  punto  D  la  D( 
AB:  ai 
DC  di% 


CDB 
BBOl.  : 
i  lati   . 

costruzione,  il  lato  DC  coiuuub, 
CDB,  compresi  fra  questi  lati,  egu: 
que  il  terzo  lato  AC  è  eguale  al  tei 
scesso  cerchio  corde  egnali  sotU 
(LiB.  in.  PrOP.  XXVIII),  dunqu 
gliarchï  AC,  CB  minori  délia  i 
ri  soi  ta.  l'arco  AC  eguale  all'arco 
Abbiamo  quindi  diviso  per  mi 
era  ricliiesto. 


centro  e  BC  un  diametro;  unito  un  punto  qualunque  A 
délia  circonferenza  con  B  c  con  C,  vogliamo  dimostrare 
che  l'angolo  BAC  inscritto  nel  aemicerchio  è  retto. 
Si  conduca  AE  e  ai  prolunghi  AB  in  AF. 
Poichè  i  lati  AE,  EB  del  triangolo  AEB  sono 
eguali,  debbono  (Lib.  I.  Peop.  V)  esaere  oguali  gli  an- 
goli  ÀBE,  BAE  ad  easi  opposti  :  di  più,  per  la  atessa 
ragione,  essendo  eguali 
i  latî  AE,  EC  del  trian- 
golo  AEG,  debbouo  es- 
sere eguali  gli  angoli 
ACE,  CAE;  dunque 
(as*.  2°)  la  somma  degli 
angoli  BAE,  CAE,  osaia 
tutto  l' angolo  BAC,  è 
eguale  alla  somma  degli 
angoli  ABE,  ACE.  Ma 
anche  l'angolo  FAC,  eaterno  al  triangolo  BA  C,  à  (Lib.  I. 
Prof.  XXXII)  eguale  alla  somma  dei  due  angoli  iu- 
terni  opposti  ABE,  ACE:  duuque  (ass.  1°)  gli  angoli 
FAC,  BAC  aono  eguali  fra  loro,  ed  essendo  adiaceuti, 
liascuno  di  esai  è  un  angolo  retto. 

2°.  Si  vuole  ora  dimostrare  che  l'angolo  ABC, 
nscritto  nel  aegmento  ABC  maggiore  del  mezzo  cyr- 
;hio,  à  acuto. 


Percha  ael  triango 
goli  ABC,  BAC  b  mino: 
angoli  retti,  e  l'angolo  B 
ABC  minore  di  un  ange 


minore    délia    mezza    i 

A  e  con  C:  ei  vuol  dimostrare  che  l'angolo  ADC,  in- 
acritto  nel  eegmento  ADC  minore  del  mezzo  cerebio, 
è  ottuao. 

Poiehè  nel  quadrilatero  ABCD,  che  ha  i  vertici 
aopra  la  circonferenza  la  somma  dei  due  angoli  opposti 
ABC,  ADC  è  (LlB.  III.  Peop.  XXII)  eguale  a  due  an- 
goli  retti,  e  l'angolo  ABC  è,  per  la  dîmostrazione  pré- 
cédente, minore  di  un  angolo  retto,  sarâ  1'  altro  angolo 
ADC  maggiore  di  un  angolo  retto,  cioè  ottuso.  Ed  es- 
sendo  tutti  ^li  altri  angoli  jnscritti  nello  stesso  seg- 
menta di  cerchio  ADC  eguali  ail 'angolo  ora  considerato, 
devono  essere  tutti  ottusi. 

Esercizi 

BOB.  Due  corde  egunli  chosi  mcuiitranonp]l'liitecn(idlnn»rohloKmo 

SOS.  Se  dira  circoiilennae  eguali  si  tagllano  Kunbievolmente,  e  <U 
iiTio  dei  pnnti  Ai  inf'rsezione  ai  conduis  uns  relia  obe  le  tagli  umbedqe,!» 
parte' Ai  qneit»  compresa  fra  loro  6  binccata  .lai In  oirconferenia  cbe  baper 

S07.  Ko  per  "no  dei  puilti  di  iiiterfleiioue  ili  Ane  circonferenie  che 

U'o  netraniiln  di  «nsi  sunu  iu  lipea  ri- 1 1 :i  c.l  secimdo  jiuulo 
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208.  Trorare  il  loogo  dei  panti  di  mecxo  délie  corde  di  au  circo.» 
che  pasaano  par  an  medesimo  panto. 

209.  1a  somma  délie  rette  die  onisoano  il  panto  di  mezio  di  un 
aroo  con  gli  estremi  dell*  aroo  è  maggiore  délia  somma  délie  rette  che  oui  - 
scono  qoalnnqa*  altro  panto  dell*  aroo  oon  gli  staeai  estremi. 


PROPOSIZIONE  XXXII 


TEOREMA 


Se  per  un  punto  di  una  circonferenza  si  conducono 
la  tangente  ed  una  corda  qualunque,  gli  angoli  formati 
dalla  tangente  e  dalla  corda  sono  eguali  agli  angoli 
inscritti  nei  segmenti  alterni  *)  del  cerchio. 

Sia  la  EF  tangente  alla  circonferenza  ABC  nel 
panto  B  e  BD  una  corda  condotta  per  il  panto  B  : 
si  vuol  dimostrare  che  l' angolo  DBF  è  eguale  agli 
angoli  inscritti  nel  segmento  alterno  del  cerchio  DAB, 
e  F  angolo  DBE  agli  an- 
goli inscritti  nel  segmento 
DCB. 

Dal  punto  B  si  con- 
daca  (Lib.  I.  Pbop.  XI)  la 
BA  perpendicolare  ad  EF 
e  si  nnisca  il  punto  À  col 
punto  D, 

Poichèlal?/!  è  condot- 
ta perpendicolarmente  alla 
tangente  EF  nel  punto  di  contatto  B  deve  (LiB.  III. 
PuOP.  XIX)  passare  per  il  centro  :  dunqu6  BA  è  dia- 
metro  del  cerchio  e  V  angolo  ADB  inscritto  nel  mezzo 
cerchio  è  (Lib.  III.  Prop.   XXXI)   retto  :  allora  nel 


1  Euclide  cbiama  segmento  alterno  del  cerchio  riapetto  air  angolo  con- 
siderato  qaeilo  ohe  è  nltaato  i-tapetto  a  qnesto  da  bande  opposte  del  lit 
corda  condotta  nel  cerchio. 


ti. 


triangolo  ADB  la  somma  ( 
DBA  è  pure  (LlB.  I.  Pro 
un  angoln  retto.  Ma  anche 
que  è  eguale  alla  somma  d 
e  quindi,  togliendo  l'ango 
rimanente  C&Frisulta  egua 
Ma  tutti  gli  angoli  inscrit  t 


roicne  u  quaaniaiero 
ABCD  ha  i  vertici  sopra 
la  circonfereasa ,  la  som- 
ma dei  due  augolï  opposti 
BAD,  BCD  è  eguale 
(LlB.  III.  Pbop.  XXII)  a  due  angoli  retti:  ma 
anche  la  somma  dei  due  angoli  adiacenti  DBF,  DBE 
h  (Lib.  I.  FbciP.  XIII)  eguale  a  due  angoli  retti: 
dnnque  la  somma  degli  angoli  DBF,  DBE  è  (ass.  f) 
eguale  alla  somma  dei  due  angoli  BAD,  BCD.  Ma 
abbiamo  dimostrato  che  l'angoto  BAD  è  eguale  al- 
1' angolo  DBF;  quindi  (ass.  3")  gli  angoli  rimanenti 
DBE,  DCB  sono  eguali:  e  poichè  tntti  gli  angoli  in- 
scrite nel  segmento  DCB  sono  eguali  all'angolo  DCB, 
esai  sono  pure  eguali  ail'  angolo  DBE. 

Scolio.  —  Dal  teorema  dimostrato  risulta  (LlB.  III-  Pro- 
pos. XX)  che  l'angoto  formato  da  una  tangente  e  da  una  su- 
çante, che  passa  per  il  punto  di  contatto,  è  meta  dell'angolo  al 
ceittro  che  insiste  sopra  l' arco  eompreso  in  queW  angolo. 

Corollario.  —  L' angolo  formata  da  una  corda  e  dalpro- 
Itmgamento  di  un'  altra  corda  che  ha  cou  la  prima  un  estremo 
comune,  è  eguale  alla  mctd  diun  angolo  al  centra  che  inlercetta 
sopra  In  circonferen  :a  un  arco  eguale  aUa  somma  dei  due 
archi  sottesi  dalle  due  corde. 


r" 
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Sia  l' angolo  CBB  formato  dalla  corda  CBe  dal  prolunga- 
mento  BD  délia  corda  ABz  vogliamo  dimostrarc  che  esso  è 
eguale  alla  meta  di  un  angolo  al  centro  che  intercetta  sopra 
la  circonferenza  un  arco  eguale  alla  somma  dei  due  archi 
BMC  e  BNA.  Gonducendo  per  il  punto  B  la  tangente  F£, 
I*  angolo  BBC  risulta  eguale 

alla  somma  dei  due  angoli  BBE  /l> 

ed  EBC,   e  siccome  l' angolo  / 

BBE  è  eguale  air  angolo  FBA  / 

(Lib.  I.  Pbop.  XV),  possiamo       F  / 

dire  che  Y  angolo  BBC  è  eguale      ~^^^- 

alla  somma   dei    due  angoli  yr        /     x/^Xm 

EBC  ed  FBA.  Ma  Tangolo  EBC       Ty         /        \  \ 
è  la  meta  dell*  angolo  al  cen-  /         /  N^  \ 

tro  che  intercetta  sopra  la  cir-         f        /  >]q 

conferenza  l'arco  BMC,  e  l'an-         \     /  / 

golo  FBA  è  la  meta  deirangolo  \/  / 

al  centro  che  intercetta  sopra         A\  / 

la  circonferenza  l'arco  BNA  ;  \* ^/ 

quindi  V  angolo  BBC  è  la  meta 

deirangolo  al  centro  che  intercetta  sopra  la  circonferenza  un 

arco  eguale  alla  somma  degli  archi  BMC  e  BNA. 

Esercizi 

310.  Se  per  11  punto  di  contatto  di  due  circonferenze  tangent!  bI 
conducono  due  corde  comuni  t  la  congiungento  le  loro  cetromitÀ  appar- 
tenentl  ad  nna  stessa  circonferenza  à  parallela  alla  congiungente  le  estre- 
mita  appartenentl  alTaltra  circonferenza. 

311.  Se  dae  circonferenze  sono  tangenti  lnternamente  ed  il  diamè- 
tre di  quella  interna  è  maggiore,  o  eguale,  al  raggio  dell'esterna,  di  tutte 
le  tangenti  alla  circonferenza  interna  e  terminate  al  cerchio  esterno,  l» 
maggiore  è  quella  parallela  alla  tangente  comuno  aile  due  circonferenze. 

213.  La  parte  di  tangente  compressa  fra  le  tangenti  condotte  aile 
eatremità  di  un  diametro  sottende  al  centro  un  angolo  retto. 

213.  Un  parallelogrammo  cho  ha  i  vertici  sopra  una  drconfereuza 
è  rettangolo,  e  le  sue  diagonali  sono  diametri. 

214.  In  due  cerchi  tangenti  le  retto  che  uniacono  gli  estremi  di  duo 
diametri  parallell  si  inoontrano  nel  punto  di  contatto. 

«315.  Se  due  circonferenze  sono  tangenti  internamente  in  un  punto  A, 
e  se  per  lf  altro  estremo  B  dei  diametro  délia  circonferenza  maggiore  cho 
passa  per  A  si  oonduce  una  retta  tangente  alla  circonferenza  minore  nel 
punto  O  e  che  incontra  la  circonferenza  maggiore  nel  punto  D,  la  retto 
AC  è  bisettrice  dell' angolo  BAD. 

216.  Se  per  il  centro  O  di  un  cerchio  si  conduoe  la  perpendicolare 
Oiï  al  diametro  ABt  si  unisce  il  punto  O  con  un  punto  qualunque  P  dei 


PEOPOSIZIONE  xxxni 


FB0BLE1IA 


■   un   eegmento   dato   com 
nto  di  cevcliio  espace  di  i 


corda  descrivere 
i  angolo  dato. 


ill  il  segmento  dato  e    C  1' angolo  dato:  ai 

•aire  sopra  Ali,  corne  corda,  un  segmente  di 

.paco  dell'angolo  dato  C. 

j:olo  C  pu6  easere  acuto,  retto,  o  ottuso. 

Sa  l'angolo  V  è  acuto,  sopra  la  AB  nel  pnnlo 

ruisca  (Lib.  I.  Prop.  XXIII)  l'angolo  BÀD 
egualo  ail' angolo  C;  ai 
""""-s,    r  conduca    dal    punto    .1 

(Lib.  I.  Prop.  XI)  AE 
porpendicolare  ad  AD; 
si  divida  AB  per  meta 
(Lib.  I.  Prop.  X)  nel 
ponto  F,  e  da  F  si  con- 

~jr~    ~y*Jt  duca  J--Q  porpendicolare 

<r ad    AU,    e   ai    iinisca   il 

\  punto    G,  nel    qnate    la 

\  l'Il  incontra  la  AE,  col 

punto  B. 

i  triancroli  AGF,  GFB  sono  egualî    (Lib.  I. 

)  perché  i  lati  AF,FG  del  primo  souo  eguali 
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rispettivamente  ai  lati  BF,  FG  del  secondo  e  gli  an- 
goli  GFAj  GFB  da  essi  compresi  sono  eguali,  perché 
retti:  danque  il  lato  AG  è  egaale  al  lato  GB]  perciô 
la  circonferenza  descritta  col  centro  in  G  e  con  raggio 
G  A  passa  per  il  punto  B;  ai  descriva,  e  aia  ABE: 
si  vuol  dimostrare  cheil  segmento  AEB  è  quello  ri- 
chiesto. 

Unito  il  punto  E  col  punto  2?,  poichè  la  retta 
AD  condotta  per  l'estremità  A  del  ùianietro  AE  del 
cerchio  è  perpendicolare  al  diametro,  è  (LiB.  III. 
Prop.  XVI,  Cor.)  tangente  alla  circonferenza;  allora, 
essendo  dal  punto  di  contatto  A  condotta  la  corda  AB, 
l'angolo  ZX42?  compreso  da  essae  dalla  tangente  è  eguale 
all'angolo  AEB  inscritto  ne)  segmento  alterno  del  cer- 
chio (LiB.  III.  Prop.  XXXII):  ma  l'angolo  DAB  è  eguale 
ail'  angolo  C;  perciô  l'angolo  AEB  inscritto  nel  segmento 
AEBy  e  conseguentemente  tutti  gli  altri  inscritti  nello 
stesao  segmento,  che  sono  eguali  ad  esso,  sono  eguali 
ail'  angolo  dato  C. 

Dunque  sopra  il  segmento  dato  AB  abbiamo  de- 

scritto  il  segmento  di  cerchio  AEB  capace  dell' angolo 
dato  C. 

2°..  Se  l'angolo  dato  C  è  retto,  si  divide  AB 
per  meta  (Lib.  IL  Prop.  X)  nel  punto  D\  poi  con 
centro    D    e    con 

raggio    eguale    a  ^— ^ 

DA,  si  descrive  un 
semi cerchio  :  que- 
sto  risolve  il  pro- 
blema. 

Infatti  |    qua- 
lunque  angolo  AEB  inscritto  nel  semicerchio  è  retto 
(Lib.   HE.    Prop.  XXXI) ,   e   perciô   eguale   ail'  an- 
golo C. 

8°.  Se  l' angolo  C  ô  ottuso,  costruito  nel  punto 
A  délia  AB  P  angolo  BAI)  eguale  all'angolo  dato  (7, 

EUmenti  d' Ewlide.  16 
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ed  in  parti  diseguali  nel  panto  E,  la  somma  del  ret- 
tangolo contenuto  da  AE,  EC  col  quadrato  costruito 
sopra  OE  è  (Lia  II.  Prop.  V)  équivalente  al  quadrato 
costruito  sopra  GC.  Aggiungendo  in  comune  il  quadrato 
costruito  sopra  FG}  riaulta 
(n°.  59,  ass.  2°)  la  somma  del 
rettangolo  contennto  da  AE, 
EC  coi  quadrati  oostrniti 
sopra  EGf  FG,  eqnivalente 
alla  somma  dei  quadrati 
costmiti  sopra  GC  ed  FG. 
Ma,  eBsendo  i  triangoli 
FGEf  FGC  rettangoli  in 
G,  la   somma  dei  qnadrati 

costruiti  sopra  FG ,  GE  è  équivalente  al  quadrato 
costruito  sopra  FE,  (Leb.  I.  Prop.  XL  VII)  e  la  somma 
dei  quadrati  costruiti  sopra  GC,  F  G  è  équivalente  al 
quadrato  costruito  sopra  FC:  dunque  la  somma  del 
rettangolo  contenuto  da  AE,  EC  col  quadrato  costruito 
sopra  FE  è  équivalente  al  quadrato  costruito  sopra  FC, 
ossiaal  quadrato  costruito  sopra  FB,  perché  FCb  eguale 
ad  FB,  corne  raggi  del  cerchio.  Ripetendo  la  stessa  di- 
mostrazione  per  la  corda  BD,  si  trova  che  la  somma 
del  rettangolo  contenuto  da  BE,  ED  col  quadrato  co- 
struito sopra  FE  è  équivalente  al  quadrato  costruito 
sopra  FB:  dunque  (n°.  59,  ass.  1°)  la  somma  del  rettan- 
golo contenuto  da  AE}EC  col  quadrato  costruito  sopra 
FE  è  équivalente  alla  somma  del  rettangolo  contenuto 
da  BE,  ED  col  quadrato  costruito  sopra  FE.  Togliendo 
il  quadrato  costruito  sopra  FE,  comune  aile  due  somme, 
risulta  (n°59,a*«.  3°)  il  rettangolo  contenuto  da  AE,  EC 
équivalente  al  rettangolo  contenuto  da  BE,  ED, 

Smossi  del  2?  caso.  —  Si  vuol  dimostrare  ohe 

rAE,  EC=rBE,  ED. 
Bssendo  AC  divisa  per  meta  nel  punto  G  ed  in  parti  di- 
seguali nel  punto  JE,  abbiamo  (Lib.  II.  Prop.  V)    . 

rAE,  EC+qQE=qQC't 


*\ 
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aggiungendo  da  ambedue  le 

rAE,  EC+qGE- 

Ma,  poichè  i  triangoli  FGE, 

biamo  (Lis.  i.  Prop.  xlvi 


rBE.  ED- 

dalle  due  relazionl  ottcnute  ■ 

rAE,  EC  +  qFL 

e,  togliendo  qFE  cornu  ne  s 

(fl.  59,  MS.  3°) 

rAE,  EO 

Scolio.  —  Si  puô  dimostr 
reciproco  del  précédente:  fi 
modo  che  il  rettaiigolo  conte 
équivalente  al  rettangolo  con 
per  le  qwM.ro  estremitâ  dei 
ferenxa. 

Supponiamo  che  I  due  : 
punto  E,  in  modo  che  il  retU 
équivalente  al  rettangolo  ce 
moatrare  che  1  Quattro 
punti  A,   C,  B,  D  sono 
nopra   una    stessa    cir- 
oonferenza. 

DeHorlvaai  una  cir- 
conferenza  che  paasiper 
I  tre  punti  A,  D,  B 
(Lib.  III.  Prop.  C),  e  eup- 
poniamo  obe  non  passi 
per  il  quarto  punto  C;  allor 
gamento,  in  un  punto  F.  Sare 

da  FF.,  ED  (Lib.  III.  Pbop.  XXXV)  équivalente  al  rettangol 
:o  da  AE,  EB;  ma,  per  ipotesi,  il  rettangolo  contenut 
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dato,  équivalente  al  quadrato  costruito  sopra  JED, 
segmento  somma  délia  meta  del  segmento  dato  e  del 
segmento    aggiunto.  Ma  CE  è  eguale  ad  EB,  perché 

raggi  del  cerchio,  dan 
que  è  pure  la  somma 
del  rettangolo  conte- 
nuto  da  AD,  DC  col 
quadrato  costruito  so- 
pra EB  équivalente 
al  quadrato  costruito 
sopra  ED. 

Ora,  essendo  il 
triangolo  DBE  rettan- 
golo in  B,  il  quadrato  costruito  sopra  ED  è  (LlB.  I. 
Prop.  XL VII)  équivalente  alla  somma  dei  quadrati  co- 
struiti  sopra  EB,  BD  :  quindi  (n°.  59,  ass.  1°)  la  somma 
del  rettangolo  contenuto  da  AD,  DC  col  quadrato  co- 
struito sopra  EB  è  équivalente  alla  somma  dei  qua- 
drati costruiti  sopra  EB,  BD.  Togliendo  il  quadrato 
costruito  sopra  EB ,  che  è  comune,  risulta  (n°  59, 
as*.  3°)  il  rettangolo  contenuto  da  DA,  DC  équiva- 
lente al  quadrato   costruito  sopra  DB. 

2°.  Supponiamo  ora  che  la  sécante  DA  nonpassi 
per  il  centro:  trovato  <Lib.  III.  Prop.  I)  il  centro  E 
del  cerchio  ABC  si  con- 
duca  (Lib.  I.  Prop.  XII) 
per  il  punto  E  la  EF 
perpendicolare  ad  A  C, 
e  si  unisca  il  centro  E 
con  B9  con  C  e  cou  D. 

L'  angolo  EBD  sarà 
retto  (Lib.  III.  Prop. 
XVIII):  e  poichè  la  EF 

è  condotta  per  il  centro  perpendicolarmente  alla  cords 
AC  la  divide  (Lib.  III.  Prop.  III)  per  meta,  ed 
AF  è  eguale  ad  FC.  Allora,  poichè  la  A  C  è  divisa 


r 
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per  meta  nel  punto  F  e  vi  si  è  aggiunto  per  diritto 
il  segmento  CD,  (Lib.  IL  Pbop.  VI)  la  somma  del 
rettangolo  contenu to  da  AD,  DC  col  quadrato  co- 
straito  sopra  FC  è  équi- 
valente al  quadrato  co- 
struito  sopra  FD.  Ag- 
giongendo  da  ambe  le 
parti  il  quadrato  costruito 
sopra  JSF,  risulta  (n°.  59, 
as8.  2°)  la  somma  del 
rettangolo  contenuto  da 
AD,  DC  coi  quadrati  co- 
struiti  sopra  CF,  FE  équivalente  alla  somma  dei  qua- 
drati costruiti  sopra  FD,  FE.  Ma,  essendo  i  triangoli 
EFC,  EFD  rettangoli  in  F,  la  somma  dei  quadrati 
costruiti  sopra  FC,  FE  è  équivalente  al  quadrato  co- 
struito sopra  EC,  e  la  somma  dei  quadrati  costruiti  sopra 
FD,  FE  è  équivalente  al  quadrato  costruito  sopra  ED 
(Lib.  I.  Pbop.  XL VII)  :  dunque  la  somma  del  rettan- 
golo contenuto  da  AD,  DC  col  quadrato  costruito  so- 
pra EC  è  équivalente  al  quadrato  costruito  sopra  ED. 
Ora,  poichè  EC  è  eguale  ad  EB,  corne  raggi,  è  pure 
il  quadrato  costruito  sopra  EC  eguale  al  quadrato 
costruito  sopra  EB:  dunque  la  somma  del  rettangolo 
contenuto  da  AD9  DC  col  quadrato  costruito  sopra  EB 
è  équivalente  al  quadrato  costruito  sopra  ED.  Ma, 
poichè  il  triangolo  EBD  è  rettangolo  in  B,  il  quadrato 
costruito  sopra  ED  è  équivalente  alla  somma  dei  qua- 
drati costrniti  sopra  EB,  BD  (Lib.  I.  Pbop.  XLVII): 
dunque  la  somma  del  rettangolo  contenuto  da  AD,  DC 
col  quadrato  costruito  sopra  EB  è  équivalente  alla 
somma  dei  quadrati  costruiti  sopra  EB,  BD.  Togliendo 
quadrato  costruito  sopra  EB,  che  è  comune  ad  am- 
edne  le  somme,  risulta  (n°  59,  ass.  3°)  che  il  rettan- 
dIo  contenuto  da  AD,  DC  è  équivalente  al  quadrato 
jstruito  sopra  DB. 
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Ora,  poichô  il  triangolo  DBE  ô  rettangoio  in  B,  abbiamo 
(Lib,  I.  Prop.  XLVII) 

q  DB=qDB+  q  EB: 
quindi,  sostituendo  nella  précédente  relazione,  si  ha 

rDA,  DG  +  qEB=qDB  +  qEB: 

togliendo  da  ambedue  le  parti  qEB  che  è  comune,  resta 
(n°  59,  ass.  3°) 

rDA,  DC~qDB. 

Corollakio.  —  Risulta  dal  teorema  dimostrato  che,  se 
da  un  punto  qualunque  preso  fuori  <H  un  cerchio  si  condu- 
cono  più  rette  secanti  alla  cir- 
conferenxa  e  terminale  alla 
parte  concava  di  questa,  i  ret- 
tangoli contenuti  da  ciascuna 
sécante  e  dalla  sua  parte  ester- 
na  sono  équivalents 

Infatti,  se  dal  punto  A  si 
conducono  alla  circonferenza 
BGH  le  secanti  40,  AD,  AE, 
che  la  taglino  in  F,  G  ed  H, 
i  rettangoli  contenuti  da  AC, 
AF,  da  AD,  AG  e  da  AE,  AU, 
sono  tutti  equivalenti,  perché, 
conducendo  dal  punto  A  la 
AB,  tangente  alla  circonferen- 
za, tutti  questi  rettangoli  sono, 
per  il  teorema  dimostrato,  equivalenti  al  quadrato  costruito 
sopra  la  AB,  e  perciô  equivalenti  fra  loro. 
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TEOEEMA    (Kecfproco  al  XXXVI) 

Se  da  un  punto  esterno  ad  un  cerchio  sono  condotte 
le  rette  alla  circonferenza,  una  délie  quali  la  tagli  in 
le  punti  e  Paîtra  sia  terminata  adesaa,  ed  il  rettangoio 
mtenuto  dall'  intera  sécante  e  dalla  sua  parte  esterna, 
oè  compresa  fra  il  punto  dato  e  la  parte  convessa  délia 


snferenza,  è  ei 
la  retta  ter  mi) 
î  è  tangente  al 

Dalpunto-D,  e 
o  condotte  la 
,  alla  circonfer 
DA,  DG  «qui 
:  si  vnol  dimo 

Si  eondaca  di 

tangente  alla 


ipoteei,  il  retti 
valante  al  qiu 
59  ass.  1°)  il  c 
nte  al  quadratt 
île  a  DB.  Allô 
ili  (Lib.  I.  Pb 
attivamente  eg 
e:  perciô  sonc 
I  ai  lati  egualî  : 
golo  DBF  è  i 


essendo  perpendicolare  al  raggio  BF  nolla  sna  estre- 
mità  H,  è  (Lib.  III.  Pbop.  XVI.  Cor.)  tangente  alla 
oir  conférera*. 


SS3.  S*  AB,  CD  aono  corda  dl  nn  oerahio  ril  oentro  O,  le  qnall  al 
Lagliaoo  in  E  ni  asgoli  rotti,  U  aonuua  dei  qnadraU  osatrolU  aopm  J/I, 
0Z>  0  ciel  qoadrnplo  dol  qoadrato  «Htmlto  attira  OM  a  équivalente  al  qua- 
drsto  dol  diamètre. 

884-  Se  par  do*  ptmtl  pnd  aopm  on  diamètre  dl  on  eereblo ,  ad 
t'guHle  distança  daL  [«ntro,  ai  oondnoono  dua  scgmentl  parelleli  terminal! 
alla,  wmidroonfereiisa.  Il  rettugolo  dm  eeai  oontenoto  i  ouatante. 

336  Se  duo  oorde  dl  on  corthlo  sono  DerpendicoLui  (Ta  loro,  la 
somma  doi  qnadmtl  roatrnitt  aopra  i  qoattro  eagmsnU  noi  qnall  aono  di- 
vise da.1  puoto  di  lnoontre  »  equiTalenta  al  qn»dnto  coetrolto  aopra  11 
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LIBRO   IV 


Definizioni 


81.  —  Un  poligono  si  dice  inscritto  in  un  altro  poli- 
gono,  quando  i  vertici  del  primo  si  trovano  sopra  i  lati  del 
secondo. 

82.  —  Similmente,  un  poligono  si  dice  circoscritto  ad  un 
altro  poligono,  quando  i  lati  del  primo  passano  per  i  vertici 
del  secondo. 

83.  —  Un  poligono  si  dice  in- 
scritto nel  cerohio,  quando  tutti  i 
su oi  vertici  sono  nella  circonferenza 
del  cerchio.  Nella  figura  qui  unita 
il  poligono  ABOI)  è  inscritto  nel  cer- 
chio ABC. 

84.  —  Un  poligono  si  dice  cir- 
coscritto al  cerchio,  quando  tutti  i 
suoi  lati  sono  tangenti  alla  circon- 
ferenza. Nella  figura  qui  unita  il 
poligono  MLOP  è  circoscritto  al  cer- 
chio FHK. 

85.  Il  cerchio  si  dice  inscritto 
in  un  poligono,  quando  la  circonfe- 
renza del  cerchio  è  tangente  a  tutti 
i  lati  del  poligono. 

86.  —  Il  cerchio  si   dice  circo- 
itto  ad  un  poligono,  quando  la 
conferenza  del  cerchio  passa  per  tutti  i  vertici  del  po- 
ono. 

87. — Un  segmento  si  dice  adattato  nel  cerchio  quando  i 
oi  estremi  sono  nella  circonferenza  del  cerchio. 
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PROPOSIZIONE  I 

PEOBLEMA 

In  un  oerchio  dato  adattare  una  corda  eguale  ad 
un  dato  segmenta  non  maggiore  del  diametro  del 
cerchio. 4 

Sia  ABC  il  cerchio  dato  e  D  il  segmenta  dato 
non  maggiore  del  diametro  del  cerchio  :  dobbiamo 
adattare  nel  cerchio  ABC  una  corda  eguale  al  seg- 
menta D. 

Si  conduca  un  diametro  qualunque  BC       ' 
Se  BC  è  eguale  al  segment o  dato  D,  è  risoluto 
il  problema  proposto,  perché  è  adattata   nel    cerchio 
dato  la  corda  BC  eguale  al  segmento  dato  Z>.  Ma  se 

BC  è  maggiore 
+**  ""^—  del  segmenta  Z>, 

/'      w  //\    ^*S\  S*  ^aoc'a  (LlB.  I. 

/  //       \        \       Pbop.  EŒ)  BE 

i  (/  »  \x>  eguale  a  D,    e 

».  jfY- t \C 

\  \  i&        I      con  centro  B  e 

\  \  /  I      raggiojBJS?,side- 

\  N.        /         y        écrira  la  circon- 

%'%%^  ^- — ^  ferenza   A  El?, 

che    taglierà 

quella  data  ABC  nei  punti  A  ed  F:  unendo  B  con  A9 

la  corda  BA  risulta  eguale  al  segmento  dato  Z>. 

Infatti,  poichè  B  è  centro  délia  circonferenza  AEE, 

la  corda  BA  è  eguale  a  BE  corne  raggi  :  ma  BE  è,  per 

costruzione,  eguale  a  D  ;  dunque  (asa,  1°)  anche  BA  è 

eguale  al  segmento  dato  D. 


D 


1  Queeta  reetrizione  è  necessaria,  perché,  esaendo  (Lib.  ÎTL  Pbop.  X^ 
il  diametro  la  masaima  fra  le  corde  del  cerchio,  bo  il  segmento  dato  foa 
maggiore  del  diametro  non  potrebbe  adattare!  nel  cerchio  dato  corne  cort 
di  qneato. 
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Banque  nel  cerchio  dato  ABC  si  è  adattata  la 
corda  BA  egaale  al  segmento  dato  D. 

Scolio.  —  Unendo  il  punto  B  coiraltro  punto  d'interse- 
zione  F  délie  due  circonferenze,  abbiamo  nella  corda  BF  una 
seconda  soluzione  del  probiema  proposto. 


PEOPOSIZIONE  II 


PEOBLEMA 


Inscrivere  in  un  dato  cerchio  un  triangolo  che  ab- 
bia  gli  angoli  rispetti  va  mente  eguali  a  quelli  di  un 
triangolo  dato. 

Sia  ABC  il  dato  cerchio  e  DEF  il  triangolo  dato: 
dobbiamo  inscrivere  nel  cerchio  ABC  an  triangolo 
che  abbia  gli  angoli  rispetti vamente  eguali  a  quelli 
del  triangolo  dato  DEF. 

Si  condnca  la  retta  GHy  tangente  alla  circonfe- 
renza  ABC  in  un  punto  qualunque  A  (Lib.  III. 
Pbop.  XVII,  Scol.  3°)  e  si  costruiscano  nel  punto  A 


•^pra  la  GH  (Lib.  I.  Pbop.  XXIII)  gli  angoli  GAB, 

AC  rispetti  vamente  eguali  agli  angoli  FDE,  FED 

al  triangolo   dato,  e  si  uniscano  i  punti  B,  C,  nei 

aali  le  rette  AB}  AC  incontrano   la   circonf'erenza  : 

triangolo  inscritto  ABC  risulta  equiangolo  a  DEF. 

Elemeiiti  d'  Euclide.  17 
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abbia  gli  angoli  rispettivamente  eguali  a  quelli  del 
triangolo  DEF. 

Si  proiunghi  il  lato  EF  da  ana  parte  e  dall'  altra 
in  EG ,  FH,  si  trovi  il  centro  K  del  cerchio  ABC 
(Lib.  III.  Prop.  I)  e  si  oonduoa  un  raggio  qualunque 
KB\  poi  sopra  la  KBf  nel  punto  Ky  si  costruiscano 
(Lib.  I.  Peop.  XXIII)  gli  angoli  AKB,  BEC  rispet- 


tivamente eguali  a  DEGy  DFH,  e  per  i  punti  A,  B,  C 
si  conducano  (Lib.  III.  Prop.  XVII,  Ffcoh  3°)  le  LA/, 
MN,  NL  tangenti  alla  circonferenza,  le  quali  si  incon- 
treranno  nei  punti  L,  M,  N)  percbè,  conducendo  per  es. 
AC,  sarebbe  la  somma  dei  due  angoli  LAC,  LCA  mi- 
nore délia  somma  degli  angoli  LAK,  LCK,  ossia  di  due 
angoli  retti  :  si  vnol  dimostrare  che  LMN  è  il  trian- 
golo richiesto. 

Essendo  le  LM,  MN,  NL  tangenti   alla  circonfe- 
renza ABC  nei  punti  A,  B,  C  ed  essendo  uniti  questi 
punti  col  centro,  per  mezzo   délie   KA,  KB,   KC,  gli 
angoli    formati    nei   punti   A,  B,   C  sono    (Lib.   III. 
Prop.   XVIII)  retti.  E  poichè  la  somma  dei  quattro 
ngoli  del quadrilatero  AMBKè  (Lib.  I.  Prop.  G}  Cor.l0) 
tguale  a  quattro  angoli  retti  e  gli  angoli  MAK,  KB  M  sono 
etti,  deve  essere  la  somma  dei  due  angoli  rimanenti 
AfCB,  AMR  egtiale  a  due   angoli   retti:  ma  anche  la 
lomma  dei  due  angoli  adiacenti  DEG,  DLF  è  (Lib.  I. 


manente  DEF.  ! 
N  è  eguale  all'i 
pos.  XXXII,  G 
golo  LMN  è  6gu 
DEF. 

Dnnqne  al   c 
triaDgolo  LAfA7  c 


In  os  dato 

Sia  ABC  il 
écrive re  un  cercl 

Si  ccmducaD( 
CD  dei  due  ango 
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qualtro  angoli  rctti  La  somnaa  del 
due  angoli  rctti.  11  punto  F  eosl 
mente  distante  da  LB,  liC  e  CM 
centro  in  esso  e  descrivendo  una 
gio  eguale  alla  distança  EK,  ta  cil 
tangente  al  lato  BC  ed  ai  proli 
aiti'i  due  lati  det  triangolo  ABC. 

Nello   stesso    modo   Ri  ottorro 
lati  Ali  ed  AC  ed  ai  proluogameii 


I  flprchl  pos\  ottciwtt  si  dieon 
CoROi.LAKlu.  —  l'oidié  abbiam 
I)  é  cquidistante  dai  due  lati  AB, , 
golo  A,  qucslo  punto  dovo  appar 
l'angolo  A  (La  I.  Prop.  D);  du 
dell'angolo  A  passa  per  il  punto 
Possiamo  quindi  enunciare  la  pre 
tre  angoli  di  un  triangolo  concor 
cke  è  il  centra  del  cerchio  inscrïtto 
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Circoacrivere  un  cercMo  ad  un  dato  triangolo, 

Sia  ABC  il  triangolo  dato  :  ai  vuole  circoscrivere 
ad  esso  on  cerchio,  cioè  descrivere  una  circonferenza 
che  passi  per  i  tre  vertici  A,  B,  C  del  triangolo. 

Divisi  per  meta  dne  lati  AB,  AC  del  triangolo 
(Lib.  I.  Prof.  X)  nei  panti  D  ed  E,  si  conâucano  As. 
qnesti  panti  (Lib.  I.  Prop.  XI)  le  perpendioolari  DF, 


EF  ai  lati  stessi  ;  queste  perpendioolari  devono  i. 

trarsi  (perché,  eonduceudo  la  DE,  la  somma  dei  due 
igoli  FDE,  FED  sarebbe  minore  di  due  angoli  retti) 
i  un  punto  F,  che  puô  cadere  o  dentro  al  trian- 
,olo,  o  aopra  il  terzo  lato  BG  di  eaao,  o  faori  del 
riangolo:  si  vuol  dimostrare  che  in  tutti  e  tre  i  casi 
.  pnnto  F  è  centro  del  cerchio  cercato. 


Si&S  BIJCMKKTI    D 

Si   conducano  FB,  FA, 
tenta  figura  e  FA  nella  secon 
i  tra  segmenti  FA,  FB,  FC  a 

I  due  triangoli  FDB,  F 
Prop.  IV)  perché  i  lati  FD,  j 


riapettivamente  ai  due  lati 
l'angolo  FDB  compreao  fra  i 
FDA  compreao  dai  aecondi 
tei'zo  lato  FB  del  prirao  trie 
lato  FA  del  seconde  Nello 
che  FA  è  egnale  ad  FC:  dt 
menti  FB,  FA,  FC  aono  ej: 
ferenza  deacritta  col  centro 
ad  udo  di  questi  segmenti  p. 
triangolo. 

Al  triangolo  dato  abbian 
chio  ABC. 


1>\ 
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233.  Se  in  ou  triaagulo  qoul 


ponti  D,  E,  F  i  tangente 

si  eedici 

goli 

ABC,  APC,  BPC  o  SPA. 

33-4.  Insorirere  lu 

Dit  cercbl 

niai 

o  pahillell  a  dne  rette  date,  e 

23D.  Inacrirere  lu 

pan 

Dell  a  tre  rette  dote 

238.  Coetrnlre  un 

triaiignlo 

1* 

raggi  de!  oerchl  insoritto  e  cl 

ï"  Un  angolo  aotito  ad  II 

raggio  de 

8' 

in  oateto  e  il  raggio 

lel  certhl 

»°  La  aomma  del  cmii  «1  il  raggi 

337.  Costrolro  an  triangolo 

1°  I  ceutri  dol  tre  cerolil  ex-inwri 

2*  Un  lato,  un  angolo  ed  il  mggio 

ohl  ei-inecriUl. 
E»  Dae  aneoli  ed  11  raggio  dl  un  e 
4*  Un  aaguLo  ed  i  mggi  dl  dae  oei 
E*  H  perlmctro  ed  1  raggi  di  dne  i 
fl*  I  centri  di  tre  cerchl  tangent!  i 
7°  Un  lato,  l'alloua  ch«  parte  da 

del  oerchi  taqgentl  al  liti. 
8°  Un  augolo,  l'alteEia  oorriapondt 

uuo  dei  oerchi  langent!  ai 
ST  Un  angolo,  l'altozaa  eorriiponde 

del  oerobi  taogenli  ni  Intl. 
10"  Il  perlmetro,  nn'alteitia  ed  il  ] 
11*  Dae  angali,  o  due  lail,  ed  il  n 


scritto. 
14°  Un  nogolo,  od  on  lato,  uo'alte 
15»  La  niediuna  e  l'alun»  tht  pai 

del  oercïio  eircoacritto. 
16°  Un  lato,  la  eomma,  o  la  diflén 

del  octthlo  cl 
17°  L'altei»  e  la  b! 

dol  eerolilo 


aspendo  clie  i  lau  di  qawto  debuo 
date  dl  pumone. 

339.  Un  triangolo  ennilalen 
iliittc  por  1  nuoi  Tortici  le  tnngeutl 
luano  lia  triangolo  equilatero  egun, 

340.  La  biscltrice  dl  un  mij 

lato  o]>]>oeto  nlTaii£"lo  biBecnlo  e  ■ 

341.  U  luogo  dei  ccutri  d« 


1 


LIBBO   QUARTO 


261 


che  hanno  la  steesa  ipotennsa,  ô  l'arco  del  quadrant©  dcscritto  aopra  la 
ipoteuusa  comane. 

342.  Se  in  an  triangolo  qaalanqae  ABO,  la  retta  AD  biscca  l'an- 
golo  A  e  taglia  BO  in  D,  e  si  oondaoe  dal  c«ntro  O  del  cerchio  inscrit!»  la 
OE  perpendicolare  a  BC,  l'angolo  BOE     è     egaale  all'angolo  COD. 

243.  I  oentri  dei  cerchi  inncritto  e  circoscritto  ad  un  triangolo  eqni- 
latero  coincidono,  e  il  diametro  di  uno  ô  doppio  di  quello  dell*  altro. 

244.  La  retta  che  oongionge  i  centri  del  cerchio  inscritto  e  di 
quello  circoscritto  ad  un  triangolo,  sottende  a  ciascuno  dei  vertici  an  an- 
golo  egaale  alla  semidifferenza  degli  altri  due  angoli  del  triangolo. 


PROPOSIZIONE   VI 


PROBLEMA 


Inscrivere  un  quadrato  in  un  dato  cerchio. 

Sia  ABCD  il  cerchio   dato:   dobbiamo  in  questo 
cerchio  inscrivere  un  quadrato. 

Si  conducano  due  diametri  AC,  BD  del  cerchio 
in  modo  (Lib.  I.Tbop.  XI)  che  siano  perpendicolari 
F  uno  ail'  altro,  e  si  conducano 
AB,  BC,  CD,  DA  :  si  vuol  di- 
mostrare  che  ABCD  è  un  qua- 
drato. 

I  due  triangoli  AEB7  AED 
sono  eguali  (Lib.  I.  Peop.  IV), 
perché   hanno  i  lati    BE1  ED 
eguali,  corne  raggi  del  cerchio, 
il  lato  AE  comune,   e   gli  an- 
goli compresi  AEB}  AED  retti  per  costruzione:  dunque 
il  terzo  lato  AB  del  primo  è  eguale  al  terzo  lato  AD 
i  secondo.  Analogamente  si  dimostra  che  ciascuno  dei 
i  BC,  CD  è  eguale  a  ciasuno  dei  lati  AB,  AD;  dun- 
3  il  quadrilatero  ABCD  è  equilatero  :  resta  a  dimostrare 
3  è  rettangolo.  Esseudo  l'angolo  BAD,  inscritto  nel 
micercbio  BAD,  è  (Lib.  III.  Prop.  XXXt)  retto: 
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giono  sodo  rettî  gli  angoli  ABC,  BCD, 
quadrilatoro  ÂBGD,  esaendo  equilatoro 
un  quadrato. 

luuque  nel  cercbio  ABCD  inacritto  il 
V,  oorae  ai  doveva  fare. 

nsideraodo  il  triangolo  rettangolo  AEB  ed 
-renia  ùi  Pitagora,  si  ba  che  il  quadrato  co- 
î  è  équivalente  alla  somma  dei  quadrati  co- 
',  EB,  ossia,  essendo  questi  eguall  perché  il 
iaoscele,  il  quadrato  costruito  sopra  AB  è 
costruito  sopra  AE:  dunque  il  quadrato  in- 
o  è  doppio  del  quadrato  costruito  sopra  il 
tû  stesso. 


PR0POSIZI0NE    VII 


i  cerchio  circoscrivero  un  quadrato. 

il  cerchio  dato  :  si  deve  circoscrivere 

drato. 

»    nel  cercbio   due  diametri  (Ljb.  I. 

lendiculari  l'uno  ail'  altro,  e  per  i  punti 
A,B,C,D  si  conducano  [Lib, 

p        III.  Pbop.  XVH,  Scol.  .¥) 

le  rette  FG,  GH,  HK,  KF 
tangenti  alla  circonferenza 
ABCD,  cbe  s'iooontrino  nei 

°        punti  F,  G,  H,  K:  ai  vnol 

dimostrare  che  FGHK  è  il 
quadrato  riohiesto. 

Poichè    la  FG   è   ta 
gente   alla  circonferenza, 

stato  coodotto  il  raggio  EA  al  punto  i 

goli  in  A  aono  (LlB.  III.  Peop.  XVII 
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retti  :  per  la  stessa  ragîone  sono  retti  gli  angoli  for- 
mat!  nei  panti  B,  C,  D.  Ed  essendo  l'angolo   AEB 
retto,  e  l'angolo  EBG  pore  retto,  la  retta  GH  k  pa- 
rallela   (Ln>.    I.  Pbop.   XX VIII)   alla  AC,   (perché 
formano  due  angoli  coningati  interni  supplementari)  e. 
per  la  stessa  ragione,  FK  è  parallela  ad  AC:  dnnqae 
(Lib.  L  Pbop.  XXX)  GJJed 
FK  sono  parallèle  fra  loro. 
Si  dimostra  in  modo  analogo 
che  GF  ed  HK  sono  pnre 
parallèle  a  BD  e  fra   loro. 
Danqne  le  figure  GK,  GC, 
AK,  FB  e  BK  sono  paralle- 
logrammi  ;  e  perciô  (Lib.  L 
Pbop.  XXXIV)  GFè  egnale 
ad  HK,  e  GH  ad  FK]  e 
poichè   AC  h  eguale  a  BD, 
e  AC  è  eguale  ad  ambedue 

le  GH,  FK}  e  la  BD  ad  ambedue  le  GF,  HK  perche 
lati  opposti  di  parallélogramme  i  quattro  lati  GF,  GH, 
HK,  FK  sono  eguali,  e  la  figura  è  equilatera.  £ssa  à 
pare  rettangola ,  perché,  essendo  GBEA  parai  lelo- 
grammo  e  1'  angolo  AEB  retto,  il  suo  opposto  AGB  è 
pure  (Lib.  L  Pbop.  XXXIV)  retto.  Si  dimostra  nello 
stesso  modo  che  sono  retti  gli  angoli  H,  K,  F,  e  perciô 
il  qnadrilatero  GFKH,  essendo  equilatero  e  rettangolo, 
è  un  quadrato  ;  ed  é  circoscritto  al  cerchio,  perché  i 
suoi  lati  sono  tangenti  alla  circonferenza. 

Dnnqae  abbiamo  oircoscritto  un  quadrato  al  cerchio 
dato  ABCD. 


Scolio. — Dalla  somplice  ispezlone  délia  figura  risulta 
nifesto  che   il  quadrato  circoscritto  ad  un  cerchio  è  qua- 
uplo  del  quadrato  del  raggio,  e  doppio  del  quadrato  iuscritto 
llo  stesso  cerchio. 
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PROPOSIZIONE   VIII 


PBOBLEMA 


In  un  dato  quadrato  inscrivere  un  cerchio. 

Sia  GFKH  il  quadrato  dato:  si  vuole  inscrivere 
in  questo  quadrato  un  cerchio. 

Si  dividano  per  meta  Lib.  (I.  Pbop.  X)  due  lati 
consecutivi  GF,  GH  del  quadrato  nei  punti  A  e  B; 
si  conduca  per  il  punto  A  (Lib.  J.  Pbop.  XXXI)  la 
AC  parallela  ad  uno  dei  due  lati  GH,  FK7  e  per  il 

punto  B  la  BD  parallela  ad 
uno  dei  lati  GF,  HK\  il 
punto  E,  nel  quale  queste 
due  rette  si  tagliano,  è  il 
centro  del  cerchio  clie  si 
tratta  di  descrivere. 

Infatti,  le  figure    GD^ 
DH}  GC,  CF,  GK,  EX,  HE, 
EF  sono   per   costruzione, 
parai leîogram mi     e    perciô 
i  loro   lati  opposti   (Ltb.   I.  Pbop.   XXXIV)   sono 
eguali:    e  poichè  G  F   è    eguale  a  GH7  AG    è  meta 
di  GF  e  GB  meta  di  GH  (ass.  4°),  GA  è  eguale  a 
GB)  dunque  i  lati  opposti  sono  pure  eguali,  e  BE  è 
eguale  ad  AE.  In  modo  analogo  si  dimostra  che  l'uno  e 
1'  altro  dei  due  segmenti  ED,  EC  sono  eguali  ail' uno 
e  ail'  altro  dei  due  segmenti  BE,  EA  :  dunque  i  quat- 
tro   segmenti  EA}  EB,  EC,  ED  sono  eguali  fra  le 
(ass.  1°)  ;  e  perciô  la  circonferenza  descritta  con  cen 
E  e  con  raggio  eguale  ad  uno  di  questi  segmenti  pi 
sera  per  i  quattro  punti  A,  B,  C,  D,   e  sarà  tangos 
(Lib.  III.  Pbop.  XVI  Cor.)  ai  lati  G  F,  FK,  HK,  H 


ceiitro 

AB.    I. 

eguali 
il  lato 


perché 
3  meta 

angolo 

.  Ana- 

i  BOg- 


meuti  EC,  ED  sono  eguali  fra  loro,  e  perciô  i  quattro 
segmenti  EA,EB,EC,ED  sono  («m».  1")  eguali  fra 
loro.  Dunque  il  cercbio  descritto  con  cenfcro  E  e  con 
raggio  eguale  ad  uno  di  qaesti  segmenti,  passa  per  i 
quattro  vertici  del  quadrato. 

Abbiamo  cosl  al  quadrato  dato,  oircoscritto  11  cer- 
cbio ABOD. 


PROPOSIZIONE  A 


In  qualunque  quadrilatero  convesso  circoscritto  ad  un 
cerchio,  la  somma  di  due  lati  oppoiti  è  eguale  a  quelta  degli 
altri  due. 

Reciprocamente,  un  quadrilatero  convesso  è  circoscritti- 
bile  ad  un  cerchio,  quando  le  somme  dei  lati  opposti  sono  eguali. 
Sia  il  quadrilatero  ABCD  circoscritto  al  cerchio  EFGU: 
si  vuol  dimostrara  cite  la  somma  dei  lati  AB,  DC  e  eguale 
alla  somma  dei  lati  AD,  BC.  Poichè  il   quadrilatero   ABCD 
è  cireuseritto  al  cerchio   EFGH,  e  le  due  tangeuti  condotte 
da  un  punto  ad  una  circonferenza  sono  eguali  {Lib.    III. 
Peop.  XVII,  Scol.  S0),  si  ha 
AE=  AB,     BE=  BF, 
CG=CF,     D6  =  DB; 
du n que,  sommando  raerabro  a 
membre  queste  eguaglianze, 
AE  +  BE-t-CQ-h  DG  = 
=  AH+  BF+  OP  -t-  DH, 


AB  +  CD^AD+BC. 
nel  quadrilatero  ABCD  puô  inscriversi 


AB+CD  =  AD-hBC. 

È  évidente  clio  puô  sempre  descriversi  una  circonfere: 
tangente  aile   tre  rotte  AD,  AB,  BC  (Lis.   IV.   Pbop.    I 
délia  qualc  si  trova  il  ceniro  conducendo  le  bisettrici 
due  angoli  A  e  II.  Su  qitoxla  circonferenza,   che  è  tangei 
aile  rette  AD,   AB,   BC  non  lo  fosse  al  lato  DC,  nolreini 


Le  dlagouli,  11  loro  ugulo  ei  11  rnjtgio  ciel  cerolii 
Gli  ugoll,  no»  diagonale  e  l'angolo  clie  eaat  form 
•  Un»  diagonale,  un  angolo  oppoato,  a  l'angolo  deik 
251.  Inacrtvere  in  nu  oerahio  dito  on  trapeiio 
nomma  «  1»  dlatuua  del  loti  parnlloll. 
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PROPOSIZIONE  X 


PROBLEMA 


Costruire  un  triangolo  isoscele  che  abbia  ciaactmo 
degli  angoli  alla  Vase  doppio  del?  angolo  al  vertice. 

Si  prenda  un  segmento  AB  e  si  divida  nel  punto  C 
(Lib.  II.  Prop.  XI)  ia  modo  che  il  rettangolo  contenu to 
da  AB,  BC  sia  équivalente  al  quadrato  costruito  sopra 
l'altra  parte  CA  del  segmento;  poi  col  centro  Ae  con 
raggio  AB  si  descriva  il  cerchio  BDE,  ed   in  esso  si 

adatti(LiB  IV.  Prop.  I) 
una  corda  BD  egnale  al  seg- 
mento AC  che  è  minore  del 
diametro  del  cerchio  BDE  ; 
si  congiunga  A  con  7):  sivnol 
dimostrare  che  BAD  è  il 
triangolo  richiesto. 

Si  unisca  C  con  D  e 
al  triangolo  ACD  si  circo- 
scriva  (Lib.  IV.  Pbop.  V) 
il  cerchio  ACDE. 
Poichè  il  rettangolo  contenuto  da  AB}  BC  è  équi- 
valente al  quadrato  costruito  sopra  AC  ed  AC  è  eguale 
a  BD}  il  rettangolo  contenuto  da  AB}  BCè  pure  équiva- 
lente al  quadrato  costruito  sopra  BD  :  allora,  poiobè  dal 
punto  S,  esterno  al  cerchio  ACDF,  sono  condotte  \*BA 
secantealla  circonferenza  ACD  F  e  la  BD  terminata  ad 
essa,  ed  il  rettangolo  contenuto  dall'intiera  sécante  BA 
e  dalla  parte  esterna  BC  di  essa  è  équivalente  al  qua- 
drato costruito  sopra  il  segmento  BD,  che  termina  alla 
circonferenza,  deve  essere  (Lib.  III.  PROP.  XXXVII) 
la  BD  tangente  alla  circonferenza  ACDF.  Ora  essendo 
hBD  tangente  e  la  DC una  corda  condotta  péril  punto 
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Scolio.  —  Dalla  dimostrazione  fatta  risulta  évidente  che 
l'angolo  BA  De  la,  quinta  parte  di  due  angoii  retti,  e  perciô 
la  décima  parte  di  quattro  angoii  retti.  Ne  viene  di  conseguenza 
che  intorno  al  punto  A  si  potranno  costruire  dieci  angoii 
eguali  airangolo  BAD,  e  quindi  si  potrà  dividere  la  circonfc- 
renza  in  dieci  parti  eguali,  giacchè  gli  archl  intercetti  da  tali 
angoii  sono  eguali  (Lib.  III,  Prop.  XXVI). 

Inoltre  possiamo  dire  che  la  corda  che  sottende  V  arco  ' 
eguale  alla  décima  parte  délia  circonferenza  è  eguale  alla 
parte  aurea  del  raggio. 


PROPOSIZIONE  XI 


PROBLEMA 

In  un  dato  cerchio  inscrivere  un  pentagono  regolare. 

Sia  ABCDE  il  cerchio  dato  :  si  deve  in  esso  inscri- 
vere un  pentagono  l  regolare,  cioè  eqnilatero  ed  equi- 
angolo. 

Si  costruisca  (Lib.  IV.  Prop.  X)  un  triangolo  iso- 
scele  FGII  che  abbia  ciascuno  degli  angoii  alla  base 
in  G  ed  inl/doppi  dell'angoloal  vertice  F:  si  inscriva 

A 

F 

A 


L. 


H 


(Lib.  IV.  Prop.  II)  nel  cerchio  ABC  un  triangolo  ACD 
che  abbia  gli  angoii  rispettivamente  eguali  a  quelli  d> 
triangolo  FGH,  cioè  taie  che  V  angolo  CAD  sia  egua 
all'angolo  F  e  ciascuno  degli  angoii  A  CD,  ADC  a  ci 


(')  TiivTiyovcç,  da  Trg'vT-,  cinque  o  ytovt?,  aiujolo. 
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le   loro   meta  (ass.   7°),  cioè   gli   angoli   KFC\    LFC 
sono  pure  egaali.  Allora  i    due    triangoli  FCK%  FCLt 
avendo  il  lato  FC  comune  e  gli  angoli  adiacenti  CFK, 
FCK  rispettivamente  eguali   agli  angoli   CFL,  FJL, 
sono  (Lib.    L    Prop.   XXVI)  egnali,    il   lato   KC  è 

egaale  a  <7L,  e  l'angolo 
FKC  alPangolo  FLC  :  dun- 
que  KL  è  doppio  di  KC. 
Nello  stesso  modo  si  dimo- 
stra  che  BK  è  doppio  di 
BK:  ma  BK  è  eguale  a  KC; 
dunque  i  loro  doppi  HK  e 
KL  sono  (ass.  6°)  egaali. 

Si    dimostra    analoga- 
mente  che  ciascuno  dei  lati 
HG,  GM,  ML  è  eguale  all'uno  e  all'altro  d*i  lati  HKy 
KL:  dunque  il  pentagono  è  equilatero. 

Resta  a  dimostrare  che  è  equiangolo.  Poichè 
l'angolo  FKC  è  eguale  alPangolo  FLCt  ed  abbiamo  di- 
mostrato  che  gli  angoli  HKL}  KLM  sono  doppi  di  essi, 
anche  questi  angoli  sono  (ass.  6°)  egua'i  :  nello  stesso 
modo  si  dimostra  che  ciascuno  degli  angoli  KHG,  HGM, 
GML  è  eguale  ali'uno  e  all'altro  degli  angoli  HKL, 
KLM:  dunque  i  cinque  angoli  del  pentagono  sono 
eguali,  ed  esso  è  regolare. 

Abbiamo  quindi  circoscritto  al  cerchio  ABCD  il 
pentagono  regolare  GHKLM,  corne  si  doveva  fare. 


proposizione  xnr 


PROBLEME 


In  un  dato  pentagono  regolare  inscrivere  un  carchio 

Sia  HGMLK  il  pentagono  regolare  dato  :  si  vuoh 
inscrivere  in  esso  il  cerchio. 
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Si  conducano  le  bisettrici  KF,  LF  (LiB.  I. 
Peop.  IX)  di  due  angoli  consecutivi  HKL,  KLM  del 
pentagono  :  il  loro  punto  d' iacontro  F  é  il  centro 
del  cerchio  richiesto.  Conduciamo  intanto  dal  punto 
F  la  FH:  i  due  triangoli  HFK,KFL,  sono  eguali 
(LiB.  I.  Prop.  IV)  perche  hanno  i  lati  HK;  KL,  eguali 
corne  lati  del  poligono  regolare,  il  lato  O^coinune  e  gli 
angoli  HKF,  FKL  oompresi  da  questi  lati  eguali  per 
costruzione  :  dunque  il  terzo 
lato  EF  è  eguale  al  terzo 
lato  LF  e  gli  angoli  KHF, 
KLF  sono  eguali  perché  op- 
posti  ai  lati  eguali.  E  poichè 
l' angolo  KLM  è  doppio 
dell'angolo  KLF,  che  ab- 
biamo  dimostrato  eguale  a 
KHF,  e  Tangolo  GHK  è 
eguale  all'angolo  KLM,  per- 
ché il  poligono  è  regolare,  deve  essere  anche  l' angolo 
GHK  doppio  dell'angolo  KHF:  dunque  i  due  angoli 
GHFy  FHKboho  eguali  e  la  JJFè  bisettrice  dell'angolo 
GHK.  Si  dimostra  in  modo  analogo  che  conducendo  FG 
ed  FM,  queste  rette  dividono  in  parti  eguali  gli  angoli 
HGM,  GML. 

Si  conducano  ora  dal  punto  F  le  perpendicolari 
FA,  FB>  FC,  FD,  FE,  ai  lati  del  pentagono  :  questi 
seginenti  sono  tutti  eguali. 

Infatti,i  due  triangoli  FBK,  FCK  sono  eguali  (Lib.L 

Prop.  XXVI)  perché  hanno   gli  angoli   BKF,   FKC 

eguali,  essendo  la  KF  bisettrice  dell'  angolo  HKL,  gli 

angoli  FBK,  FCK  eguali  perché  retti,  ed  il   lato  FK 

opposto  ad  uno  degli  angoli  eguali  comune:  dunque   la 

irpendicolare  FB  è  eguale  alla  perpendicolare   FC. 

dimostra  nello  stesso  modo  che  ciascuna  délie  per- 

ondicolari  FD,  FE,  FA  è  eguale  a  ciascuna  deîle  due 

B,  FC:  dunque  le  cinque  perpendicolari  sono  eguali 
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fra  loro.  Perciô  la  circonfereuza  descritta  con  centro  F 
e  raggio  eguale  ad  una  di  queste  perpendicolari  passa 
per  i  punti  A,  B,  C,  D,  E  ed  è  tangente  in  queHti 
punti  ai  lati  del  pentagono  (Lib.  III.  Pbop.  XVI,  Cor.) 
perché  questi  lati  sono  perpendicolari  ai  raggi  nella 
loro  estremità. 

Abbiamo  dunque  inscritto  un   cerchio  nel  penta- 
gono regolare  dato,  corne  era  richiesto. 


PKOPOSIZIONE  XIV 

PKOBLEMA 

Ad  un  dato  pentagono  regolare  circoscrivere  un 
cerchio. 

Sia  ABCDE  il  pentagono  dato:  si  vuol  circoscri- 
vere ad  esso  un  cerchio,  cioè  descrivere  una  circonfe- 
renza  che  passi  per  tutti  i  vertici  del  poligono. 

Si  conducano  le  bisettrici  CF,  DF(ltiB.  I.  Pbop.  IX) 
di  due  angoli  consecutivi  BCD1  CDE  del  poligono  :  di- 

mostreremo  che  il  punto 
d' incontro  F  di  queste  due 
rette  è  il  centro  del  cerchio 
circoscritto  al  poligono. 

Si  conducano  dal  punto 
F  le  rette  FB,  FA,  FE. 

Corne  nel  problema  pré- 
cédente   si    dimostra    che 

C^« '  /J  ciascuno  degli  angoli  CBA, 

BAE,  AED  è  diviso  in  due 
parti  eguali  dalle  rette  FB,  FA,  FE.  E  poichè  Y  a] 
golo  BCD  è  eguale  alFangolo  CDE,  le  loro  meta,  cio 
gli  angoli  FCD,  FDC,  sono  pure  (as*.  7°)  eguali 
quindi  (Lib.  I.  Prop.  VI)  nel  triangolo  FCD  i  lati  FI 
FD  sono  eguali  fra  loro.  Si  dimostra  in  modo  analog 
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GE,  GD  e  DE  sono  eguali  fra  loro  ed  il  triangolo 
DEG  è  equilatero  ;  perciô  i  tre  angoli  EGD,  G  DE, 
DEG  sono  eguali  (Lib.  I.  Peop.  V.  Cor.):  ma  la  som- 
ma dei  tre  angoli  di  un  triangolo  è  eguale  a  due  angoli 
retti  (Lib.  I.  Prop.  XXXII):  dunque  l'angolo  EGD 
è  un  terzo  di  due  angoli  retti.  In  modo  analogo  si  di- 
mostra  che  l'angolo  DGC  è  un  terzo  di  due  angoli 
retti:  ma  la  somma  dei  tre  angoli  EGD,  DGC,  CGB, 
formati  nel  punto  G  dalla  stessa  parte  délia  retta  EB, 
è  eguale  (Lib.  I.  Peop.  XIII,  Cor)  a  due  angoli  retti  : 

dunque  l'angolo  rima- 
.. jr^_ ^^^ y         nente  CGB  è  pure  un 

-  /'           //V-          *\\  *erz0   di  due   angoli 

JZ/'              //     \\   j       \A  retti.     Ne     consegue 

;  ]/ _  \Js        jOj  ^  che  gli  angoli  EGD, 

\         ^FC         /]\          "A  DGC,    CGB    sono 

\               \\      //'    \       / J  eguali  fra  loro;  e  pe- 

^\  >'/          x*  //  rô  anche  i  loro  oppo- 

** -ç^ ~  j&  sti  al  vortice  (Lib.  L 

Prop.  XV)  BGA, 
AGF,  FGE  sono  eguali  ai  primi  ed  eguali  fra  loro; 
perciô  i  sei  angoli  EGD,  DGC,  CGB,  BGA,  AGF, 
FGE  sono  tutti  eguali.  Ma  nello  stesso  cerchio  angoli 
al  centro  eguali  insistono  (Lib.  III.  Prop.  XXVI)  so- 
pra  archi  eguali:  dunque  i  sei  archi  AB,  BC,  CD,  DE, 
EF,  FA  sono  eguali  fra  loro;  e  poichè  nello  stesso 
cerchio  archi  eguali  sono  sottesi  da  corde  eguali 
(Lib.  III.  Prop.  XXIX),  le  sei  corde  AB,  BC,  CD, 
DE,  EF,  FAj  sono  eguali,  ossia  V  esagono  è  equilatero. 
Resta  a  dimostrare  che  è  anche  equiangolo.  Poi- 
chè Tarco  FA  è  eguale  aU'arco  ED,  aggiungendo  ad 
ambedue  l'arco  ABCD,  risulta  (ass.  2°)  Fintero  arco 
FABCD,  eguale  ail'  intero  arco  EDCBA  ;  perciô  f 
angoli  inscritti  FED,  AFE,  che  insistono  sopra  quei 
archi,  sono  pare  (Lib.  III.  Prop.  XXVII)  eguali.  Si  c 
mostra  similmente  che  gli  angoli  rimanenti  dell'esagoi 
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sono  eguali  all'uno  e  alPaltro  dei  due  FED,  AFFy  e 
percio  l'osagono  è  equiangolo.  Ma  abbiamo  dimostrato 
che  è  anche  equilatero:  dunque  è  regolare. 

Abbiamo  quindi  inscritto  nel   cerchio    dato    ABC, 
Tesagono  regolare  ABCDEF. 

Scolio  I. — Risulta  evidentemcnte  dalla  costmzionc  fatta 
che  il  lato  deW  esagono  regolare  inscritto  in  un  cerchio  è 
eguale  al  raggio  del  cerchio, 

Scolio.  II.  —  Conformemente  a  quanto  fu  detto  per  il  pen- 
tagono  regolare  (Lib.  IV.  Prop.  XII),  se  conduciamo  per  i 
vertici  delT  esagono  inscritto  le  tangcnti  alla  circonferenza, 
abbiamo  un  esagono  regolare  circoscritto  al  cerchio.  Cosi 
pure,  in  modo  analogo  a  quanto  fu  detto  per  il  pentagono 
regolare  (Lib.  IV.  Prop.  XIII  e  XIV)  potremo»  dato  un  esa- 
gono regolare,  inscrivere  in  esso,  o  ad  esso  circoscrivere  un 
cerchio. 

Scolio  III. — È  chiaro  che,  se  dopo  avère  inscritto  nel  cer- 
chio Y  esagono  ABCDEF,  si  uniscono  i  vertici,  F,  7?,  /),  me- 
diante  le  rette  FB,  BD,  DF,  si  ottiene  il  triangolo  equilatero 
FDB.  Inoltre,  unendo  A 
con  D  si  ottiene  il  trian- 
golo rcttangolo  ABD%  nel 
quale  Vipotenusa  vlD  è  dop- 
pia  del  cateto  minore  AB, 
e  quindi,  essendo  (Lib.  I. 
Prop.  XLVII)  il  quadrato 
costruito  sopra  AD  équi- 
valente alla  somma  dei  qua- 
drati  costruiti  sopra  ABH 
BD)  ed  essendo  il  quadrato 
costruito  sopra  AD  il  qua- 
druplo  del  quadrato  costrui- 
to sopra  AB  (Lib.  II.  Prop.  IV,  Cor.  3°)  sarà  il  quadrato  co- 
struito sopra -RD  équivalente  al  triplo  del  quadrato  costruito 
sopra  AB.  E  siccome  AB  è  eguale  al  raggio  del  cerchio , 
nossiamo  dire  che  il  quadrato  costruito  sopra  il  lato  del  trian- 
o  equilatero  inscritto  in  un  cerchio  è  triplo  del  quadrato 

\ruito  sopra  il  raggio. 


*x 


p  ented  ocagon  o 


deve  easere  diviaa  il 


PkUULEllA 

Inscrivere  in   un   cerchio   dato   i 
re  go  lare. 

Sia  ABCD  il  cerchio  dato  :  dobbiamo  in  oaao  in- 
scrivere un  pentedecagODO  *  equilatern  ed  equiaugolo. 

Si  adatti  nel  cerchio  ABCD  il  lato  ÂC  di  nu 
triangolo  equilatero  inscritto  e  il  lato  AU  di  un  pau- 
tagono  regolare.  Poichè  la  circonferenza  intera  ABCD  , 
a  quindici  parti  eguali,  l'arco  ABC, 
che  è  la  terza  parte  di  essa, 
conterrà  cinque  di  qaeste 
parti:  e  l'arco  ÂB  cha  ne 
è  la  quinta  parte  conterrà 
tre  di  qaeste  parti:  dunque 
l'arco  BC,  differenza  fra  î 
due  archi  ÂC  ed  AB,  con- 
terrà due  délie  parti  a  tes  se. 
Dividendo  perciô  l'arco  BC 
in  due  parti  eguaii  (LlB.  IH. 
Peop.  XXX)  uel  puuto  C,  ciascuno  degli  archi  BE, 
KC   aarà    la    quimlicosima   parte    délia    circonferenza 

Dunque,  ao,  coiidotte  le  corde  BE,  EC,  adattïamo 
nel  cerchio  ABCD  di  aeguito  l'una  all'altra  (Lib.  IV. 
Prop.  I)  délie  corde  eguali  ad  esse  avremo  inacritto  un 
pentedecagono  equilatero,  Si  dimostra  facilmente  che 
esso  è  equiangolo  in  modo  analogo  a  quello  tenuto  par 
il  pentagouo  e  per  l'esagono, 

Dnnque  abbîamo  inacritto  nel  cerchio  dato  un  pe  - 
toduciiguno  regolare. 
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I  lati  AB,  /JC,  CD  ecc  cssendo  corde  eguali  del  cerchio 
circoseritto  al  poligono,  devono  essere  equidistanti  dal  cen- 
tro  (Lib.  III.  Prop.  XIV),  e  perciô  le  perpendicolari  OG>  OH* 
ecc,  condotte  dal  centro  del  cerchio  aile  corde  sono  eguali; 
quindi  la  circonferenza  descritta  dal  punto  0  corne  centro, 
col  raggio  Otf,  è  tangente  a  tutti  i  lati  del  poligono. 

Corollario.  —  Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  poligono 
regolare,  e  le  perpendicolari  condotte  nei  punti  medi  dei  lati 
concorrono  in  uno  stesso  punto. 

Scolio.  —  Il  punto  0  ha  ricevuto  il  nome  di  centro  del  po- 
ligono regolare;  le  rette  0.4,  OB,  ecc,  quello  di  raggi  del  poli- 
gono; e  le  rette  0(7,  OJT,  ecc, 
quello    di   apotemi. 

Si  chiama  angolo  al  centro 
del  poligono  regolare  1*  an- 
golo formato  da  due  raggi  con- 
seoutivi  0.4,  OB:  gli  angoli 
al  centro  sono  tutti  eguali,  ed 
il  valore  di  ciascuno  di  essi 
è  dato  dal  quoziente  délia  di- 
visione  di  4  angoli  retti  per  il 
numéro  de*  lati  del  poligono, 
ossia,  se  n  è  questo  numéro, 

da  4  avy()h  rclt\  perche  gli  angoli  intorno  al  centro  0  danno 
n 

una  somma  eguale  a  4  angoli  retti. 

Si   chiama  angolo  al  perimetro  quello  compreso  da  due 

lati  consecutivi  del  poligono,  e  poichè  (Lib.  I.  Prop.  G.  Scol.  3°) 

il  suo  valore  si  ottiene  dividendo  per  il  numéro   dei  lati  la 

somma  dcgli  angoli  interni  del  poligono,  se  né  il  numéro  dei 

lati,  il  valore  dcll' angolo  ora  detto  è 

2  angoli  retti  X  ?*  —  4  angoli  retti 

n 


—  *C 


PROPOSIZIONE   G 


TEOREMA 


Se  una  circonferenza  è  divisa  in  un  numéro  qualun- 
di  parti  eguali:  1°  il  poligono  inscritlo  formato  dalle  co 
çhe  sottendono  questi  archi  è  regolare  ;  2°  il  poligono  çi< 
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scritto  formalo  dalle  tangenti  condotte  in  ciascun  punto  di 
divîsione  è  regolare. 

Abbiasi  una  circonferenza  qualunque  che  sia  divisa  in 
un  numéro  qualunque  di  archi  eguali  AB,  BC,  CD,  ecc... 
e  si  condueano  le  corde  di  questi  archi  :  dobbiamo  dimo- 
strare  che  il  poligono  cosi  ottenuto  è  regolare.- 

Poichê  gli  archi  sono  dati  eguali,  leloro  corde  AD,  BC,  ecc. 
sono  pure  eguali  (Lib.  III.  Prop.  XXIX).  lnoltre,  l'angolû 
ABC,  cssendo  inscritto  nel  cerchio,  è  eguale  alla  meta  del- 
Tangolo  al  centro  che  insiste  sopra  l'arco  ADG  (Lib.  III. 
Prop.  XX);  e  similmente  Pangolo  BCD  6  la  meta  dell*  angolo 
al  centro  che  insiste  sopra  l'arco  BAD;  ma,  perché  gli  archi 
A/i,CD  sono  eguali  per  dato,  poncndo  l'arco  .4/)comune  ri- 
sultano  eguali  i  due  archi  ADCt  HAD;  quindi  i  due  angoli 
al  centro  che  insistono  sopra  gli  archi  ADO,  BAD  sono 
eguali,  e  perciô  lo  sono  pure  gli  angoli  ABC,  BCD.  Lo  stesso 
vale  per  tutti  gli  altri  angoli 
del  poligono  ABCD..*.;  dun- 
quc  qucsto  poligono  é  regolare. 
2°  Si  condueano  ora  le 
tangenti  EF,  FG,  GII^  ecc». 
nei  vertici  del  poligono  in- 
scritto; i  triangoli  ABE,  BCF, 
CGD,  ecc...»  sono  isosceli,  per- 
ché lianno  per  lati  le  tangenti 
condotte  da  uno  stesso  punto 
alla  circonferenza  (Lib.  III. 
Prop.  XVII,  Scol.  2°y,  di  più 
hanno  gli  angoli  aile  basi  for- 
mati  da  una  tangente  ed  una 
corda  condotte  per  lo  stesso  punto  délia  circonferenza  e  quindi 
eguali  fra  loro,  perché  eguali  agli  angoli  inscritti  nei  s<*g- 
menti  alterni  del  cerchio,  che  insistono  sopra  archi  eguali; 
ed  hanno  le  basi  AB,  BC,  CD,  ecc.  eguali  corne  corde  di  ar- 
chi eguali  ;  dunque  (Lib.  I.  Prop.  XXVI)  i  triangoli  sono 
eguali.  Ne  consegue  che  gli  angoli  E,  F,  G,  ecc.  sono  eguali, 
c  che  AE,  BE,  UF,  FC,  CG ,  ecc....,  sono  eguali;  quindi  i 
segment  i  EF,  FG,  Gli,  ecc....,  che  sono  doppi  di  questi,  sono 
pure  eguali,  ed  il  poligono  circoseritto  è  regolare.   " 

Scoi.io  gkkerai.k.  —  I  problemi  contenuti  in  questo  libro 

iuclide  sopra  il  modo  di  inscrivere  e  cireoserivere  al  cor- 

o  i  poligoni  regolari  si  possono  ridurre  a  cinque  fonda» 

ntali,  cioê  il  6',  il  10°,  Pli",  il  lô°  e  il  10°.  premettendo  i 

teoremi  dimostrati  sopra. 

SUmenti  <V  Euolide  10 
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ELEUENTI  u'ECC 

PROPOSIZIOXE 

T)«0 

,,«  poli, 

ivrcltio 

(  poliguno  reyolare 

A 

vm 

1/i  il  lato  dl  un  poligono  re 
io  vWJ/J:  si  vuule  înscrivcr 

/•                                 Dl' 

\jî       *'"S-X: 

egtinli 

/        ÏùaU 

f   c-liO    (lui 


i  dl  S,  lii,  U2....  lati 
{joni  regolari  di  111,20,4(1,  oiclati; 
ili  12,  24,  48....  lati  ;  dal  i>eiitedecagr 
lil>....  lati.  Ed  in  modo  analitgo  a  q 
tapono  pnssiamo  circoaci-iverc  al  ■ 
sil-sso  mimera  ili  lati.  I  pnlijtoni  ilftl 
qiiadrato  Mina  lulli  compras!  iiolla 
prcndwo  tutti  i  valori   (la  2  ail*  î 


lia! 


I    pcntll 


c  dal  i 


fil 
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«te  è  eguale  ad  n  volte  il  raggio  dei  oerchio  ingcritto  nel  poligono.  Esten- 
dere  l'enuneiato  al  caao  che  il  punto  sia  situato  fnori  dei  poligono. 

254.  lu  ogni  ]>oligono  couves&o  iuscritto  di  un  numéro  pari  di  lati 
la  somma  degli  angoli  di poâto  pari  è  egnale  a  quella  degli  angoli  di  posto 
dispari. 

855.  In  ogni  poligoiio  di  nnniero  pnri  di  lnti  ciitwcritto  ad  una 
circonfereuza  la  somma  dei  lati  di  posto  dispari  è  egunle  a  quella  dei  lnti 
di  posto  pari. 

2£6.  Le  rette  che  congiuugono  i  vertici  alterni,  o  le  infersczionidei 
lnti  alterui,  di  ou  pentagono  regolare,  furiuauo  nu  altro  pentagono  ré- 
gula re. 

357.  Sopra  una  data  retta  descrivere  nn  ottagono  regoîaro. 

858  L'  ottagono  regolare  iuscritto  in  un  cerchio  è  équivalante  al 
reltaugolo  contcnuto  dai  lati  dti  quadrati  iuscritto  e  ciraoscutto. 

259.  Inscrivete  un  cerchio  in  uu  rombo  dato. 

260.  Nella  figura  (Lin.  IV,  Pitou.  X)  diraostrare  clie  AC  è  il  lato 
di  un  decagouo  regolare  iuscritto  nel  cerchio  muggioro  e  di  un  peutagouo 
regolare  iuscritto  nel  minore. 

261.  Nella  figura  (Lm.  IV,  Prof.  X),  prolnucata  DC  fino  all'in- 
contro  con  la  circonfereuza  in  H\  V  augolo  ABU,  eaià  triplo  dell'au- 
golo    BDII. 

262.  Se  ABCDE  è  un  pentagono  regolare,  la  somma  degli  angoli 
ABE,  BCA,  CDB,  DEC,  EAD  sarà  eguale  a  due  angoli  retti. 

263.  Conduceudo  in  uu  pentagono  regolare  due  diagonali  cho  si 
t.nglino  tra  loro,  i  eegineuti  maggiori  saranuo  eguali  a  uu  lato  dei  pen- 
tagono. 

2641.  I  lati  opposti  di  un  esagono  regolare  sono  paralleli;  e  se  duo 
lati  dî  un  esagono  iuscritto  in  un  cerchio  sono  paralleli  a  due  ait  ri  lati, 
aaranno  paralleli  anche  i  rinianenti. 

265.  Inscrivere  un  esagono  regolare  in  un  dato  triangolo  rqnilrtcTO 
«  confrontarno  la  grandezza  con  quella  dei  triangolo. 

266.  Inscrivere  mi  décagone  regolare  in  un  dato  cerchio,  e  dimo- 
strare che  è  équivalente  al  quadrato  costruito  sopra  un  lato  dei  triangolo 
equilatero  inscritto  nello  stesso  cerchio. 

267.  Due  lati  alterni  AB,  CD  di  un  poligono  regolare  piolunguti 
a'incoutrino  in  E:  dimostrare  che  la  figura  AECO,  esscudo  O  il  ceutro 
dei  poligono,  puô  essere  inscritta  in  un  cerchio. 

268.  SiM)iuporre  un  esagono  regolare  in  tiiangoli  equilatîri  ed  in 
esagoni  regolari. 

269.  Inscrivere  in  un  cerchio  sette  esagoni  regolari  eguali,  in  modo 
che  uno  di  essi  sia  concentrico  al  cerchio  e  ciascuuo  degli  allri  sei  abbia 
doe  vertici  sopra  la  circoufercuza. 

270.  Inscrivere  in   un  cerchio  sei  pentagoni  regolari  cd  eguali,  in 
che  uno  di  essi  sia  concentrico  al  cerchio,  e  ciascuno  degli  altri  cin- 

abbia  un  vertice  sopra  la  circonfereuza.  Dimostrare  che  il  lato  dei  sei 
igoni  è  la  parte  minore  dei  raggio  diviso  in  média  ed  estrema  ra^iono. 

271.  Inscrivere  in  un  cerchio  cinque  quadrati,  in  modo  che  nuo  sia 
•ntrico  al  cerchio  e  gli  altri  quattro  abbiauo  ciascuno  due  vertici  sopra 
-conferenza. 

72-  La  somma  dei  quadrati  délie  diatanze  di  uu  i>uuto  qualunquo 


274.  L'omurniio 


GLI 


irioltijiUci  sono  corrisponderttemente  equivalenti,  o  è  l'una 
maggiore,  o  minore  deW  ultra;  e  reciprocamente. 

Ie  Siano  A',  B'  duc  arbitrarie  equimoltiplici  délie  gran- 
dcz.s.u  omogenee  A,  II:  dobbiamo  dîmostrare  ehe  se  è  .4  =  fi 
c  anclie  A'=B'\  se  èA>flè  anche  A'>B';  e  se  è  A  <  h 
è  anclie  ,l'<If. 

infatti,  se  c  A=*B,  anclie  un  numéro  quai  an  que  di  volt* 
A  è  cguale  allô  stcsso  numéro  di  volte  B;  o  quindi,  essendo 
A'  e  If  mpcttîvamente  equimoltiplici  di  A  e  B,  ossia  essendo 
in  ,1'  tante  parti  eguali  ad  A  quante  ne  sono  in  B'  eguali 
a  II,  sarà  anche  A'  —  lf. 

Se  invece  A  >  B,  anche  un  numéro  qualunque  di  volte  A 
sarà  maggiore  dello  stesso  numéro  di  volte  B,  e  quindi,  es- 
sendo in  A'  tante  parti  eguali  ad  A  quante  ne  sono  in  If 
eguali  a  /(,  sarà  pure  .4'>.B'. 

Inflnc,  se  è  A<z_li,  sarà  inversamente  B^>A,  e 
caso  dimostrato  sopra,  R'~>A',  ossia  -4'<iî'. 

2°  Reciprocamente,  se  A',  If  sono  due  arbitra: . . 
moltiplici  di  A  e  B,  quando  è  A' =  B"  è  pure  A  =  B\  qi 
c  A  '  >  B'  È  pure  A  >  B;  e  quando  è  A'  <  Bf  è  pur*  • 


guati  ad  A  quante  ne  sono  in  A'  ed  in  A*  însieme,  e  quindi 
una  moltipîice  di  A. 

Coslpuroladifferenza4'  —  A"  b  una  moltipîice  di  A,  per- 
liè  se  da  A',  eue  è  formata  di  tante  parti  eguali  ad  A,  to- 
liamo  A",  che  è  pure  formata  di  tante  parti  eguali  ad  A, 
eniamo  a  togliere  da  un  inaiemo  di  parti  eguali  ad  A  un 
erto  numéro  di  queste  parti,  c  quindi  quelle  clic  resta  è  pure 
a  Insieme  di  tali  parti,  osais  è  una  mnliipilce  di  A. 

lio.— La  différent  A' —  A"  fra  le  due  rnoltipHoi  di 
.n  qualcbe  caso  essere  egualr  alla  j;randc?/a  A:  cià 
,  evidentemente,  se  A'  contienc  A  una  sola  voila  di 
non  la  contiene  A". 

ollario.  —  Il  teorcma  diumstrato  puû  cviiiemeincnte 
■"I,  nel  caso  délia  somma,  ad  un  numéro  qualunque  di 
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grandezze  se  ne  prendano  a  considerare  un  numéro  quai  un- 
que,  e  quindi  in  générale  si  puô  dire  :  Se  di  pià  grandezze  si 
prendono  le  equimoltiplici  seconde  quanti  numeri  si  vogliann, 
le  somme  délie  moltiplici  di  ciascuna  grandezza  sono  equimol- 
tiplici délie  grandezze  date. 

Scolio.  —  Adoperando  la  notazione  usa  ta  nello  scolio 
del  tcorema  précédente  si  possono  dimostrare  molto  focil- 
mente  il  teorema  ed  i  corollari  dimostrati  sopra.  Infatti, 
indicando  con  m  A  ed  m  B  le  equimoltiplici  délie  grandezze 
A  e  B  secondo  il  numéro  m,  e  con  n  A  ed  n  B  le  equimolti- 
plici délie  stesse  grandezze  secondo  il  numéro  n,  è  chiaroche 
le  somme  mA  +  nAe  m  B+n  i?,  ossia  (m-4-n)  A  e  (m  -h  n)  B 
sono  rispettivamente  equimoltiplici  di  A  e  B. 

Se  invece  di  due  sole  equimoltiplici  di  ciascuna grandezza 
se  ne  prendessero  quante  si  vogliano,  secondo  i  numeri  m, 
n,  pr ....  si  avrebbe  pure  che  le  somme  m  A  +  n  A  •+•  p  A  •*- ..., 
m  B  -h  n  B  -+-  p  B  -+-  ....,  ossia  (m  -+-  n  -+•  p  -+■  ....)  -1  e 
(»><  +  n  +  p  +  .„.)jB  sarebbero  equimoltiplici  rispettivamente 
di  A  e  B. 

Nol  caso  che,  invece  di  due  sole  grandezze,  se  ne  avesse 
un  numéro  qualunque  il  ragionamento  sarebbe  evidentemente 
lo  stesso. 


PROPOSIZIONE   III 

TEOREMA 

Le  equimoltiplici  délie  equimoltiplici  di  due  gran- 
dezze qualunque  sono  equimoltiplici  di  queate  gran- 
dezze. 

Siano  A\  Bf  equimoltiplici  di  due  grandezze  qua- 
lunque A,  B,  e  A" }  B"  equimoltiplici  di  A\B'\  dobbiamo 
dimostrare  che  A'\  B"  sono  pure  equimoltiplici  di  A^  B. 

Infatti,  essendo  A'1,  B"  equimoltiplici  di  A',  B\  in 
A"  sono  contenu  te  tante  parti  eguali  ad  A'  quante  ne 
sono  contenute  in  B"  eguali  a  Br  ;  e  siocome  A  * 
sono  equimoltiplici  di  At  B,  cosi   A"  e  B"  si  pos 
considerare  corne  somme  di  uno  stesso  numéro  di  £ 
dezze  rispettivamente  equimoltiplici  di  A  e  B)  qn 


fW   ""      "«TF 


300  ELEMENTI  D*  EUOLIDE 

la  stessa  grandezza  ha  alla  minore  di  due  grandezze 
diseguali  maggior  ragione  che  alla  maggiore. 

1°.  Siano  tre  grandezze  omogenee  A,  B,  C,  délie 
quali  A^  B:  dobbiamo  dimostrare  che  la  ragione  di  A 
a  C  è  maggiore  di  qaella  di  B  a  C  ;  ossia,  stando  alla 
definîzione  data  sopra,  che  si  possono  trovare  di  A,  B 
due  equimoltiplici  A\  B'  secondo  un  certo  numéro  e  di 
C  la  moltiplice  C  secondo  un  altro  numéro,  tali  che 
si  abbia  : 

i'>(/e  jB'<<7'. 

Oonsideriamo  da  prima  il  caso  che  sia  A^  C  e 
C  >  B  ;  il  teorema  è  allora  évidente  perché  prendendo 
A',  B't  C  rispettivamente  equimoltiplici  di  A,  B,  C  si 
ha  (Lib.  V.  Pbop.  A) 

A'>Ce     C>B\    ossia    £'<C. 

Supponiamo  ora  che  (7  non  sia  compresa  fra  A  e  B} 
e  indichiamo  con  D  la  differenza  A  —  B  ;  avremo,  evi- 
dentemente , 

A  =  B  -f-  D. 

Prendiamo  B',  D'  equimoltiplici  di  B,  D,  in  modo 

che  sia  : 

^>Ce  2>'>  C; 

ciô  che  si  potrà  sempre  fare,  perché  basterà  scegliere 
fra  B  e  D  la.  grandezza  minore,  prendere  di  essa  una 
moltiplice  che  superi  C,  e  poi  prendere  la  equiiaolti- 
plice  délia  grandezza  rimanente,  la  quale  dovrà  pure 
superare  C  ;  e  poniamo  : 

A'  =  B'  -f-  D'. 

Sarà  allora  B'  -h  B>\  e  quindi  A\  moltiplice 
A  corne  lo  sono  B  e  &  di  B  e  D,  perché,  se  » 
grandezze  sono  equimoltiplici  di  al  tre  due  la  son: 
délie  prime  è  moltiplice  délia  somma  délie  seconde 
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guali  ed  una  terza  grandezza  omogenea  ad  esse,  si  possono 
sempre  trocare  due  equinwltipUci  délie  prime  grandezze  ed 
una  moltiplice  delta  terza  taie  che  questa  sia  compresa  fra 
le  allre  due. 

Esercizi 

278.  Délia  somma  di  due  grandezze  e  di  una  di  esse  emstono  aem- 
pre  due  equimoltiplici,  e  di  una  terza  grandezza  una  moltiplico  che  ô  oom- 
prena  fra  quelle  moltiplloi. 


PROPOSIZIONE  IX 

i 

TEOREMA  (Reciproco  al  VII) 

Le  grandezze  che  hanno  la  stessa  ragione  alla  me- 
desima  grandezza  sono  eguali  ;  e  le  grandezze  aile  quali 
nna  stessa  grandezza  ha  la  medesima  ragione  sono 
eguali. 

1°.  Siano  le  grandezze  A,  B,  che  abbiano  alla 
grandezza  C  la  medesima  ragione ,  ossia  sussista  la 
proporzione  : 

a  :  c  :  :  b  \  c-, 

dobbiamo  dimostrare  che  A  è  eguale  a  B. 

Infatti,  se  non  fosse  A  eguale  a  B,  nna  di  que- 
ste  due  grandezze  dovrebbe  essore  maggiore  dell'al- 
tra,  per  esempio  A  maggiore  di  2?,  e  allora  (Lib,  V. 
Prop.  VIII),  dovrebbe  essere  la  ragione  di  i  a  C 
maggiore  di  quella  di  B  a  C,  il  che  è  contrario  al- 
l'ipotesi.  Nello  stesso  modo  si  dimostra  che  non  pnô 
essere  A  minore  di  B,  e  quindi  è  necessariamente  A 
eguale  a  B. 

2°.  Siano  ora  le  grandezze  A,  B  aile  quali  la 
grandezza  C  abbia  la  stessa  ragione,  ossia  sussist*  la 
proporzione  : 

C]  A:\CIB; 
dobbiamo  dimostrare  che  è  A  eguale  a  B. 
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Infatti,  per  il  teorema  dimostrato  sopra  si  ha: 

c;d;  :c:b9 

c,  poichè  quando  in  una  proporzione  la  prima  grandezza  è 
eguale  alla  terza,  anche  la  seconda  è  egualo  alla  quarto 
(Lib.  V.  Peop.  IX.  Sco.)  sarà  D=E. 

PROPOSIZIONE  C 

TEOREMA 

Quattro  grandezze  délie  quali  la  prima  è  équivalente  alla 
seconda  e  la  terza  équivalente  alla  quarta  formano  propor- 
zione. 

Siano  le  grandezze  Ay  B  e  C,  D  equivalenti;  dico  che  fra 
esse  sussiste  la  proporzione 

(i)  a\b\  :c;d. 

Infatti,  prese  A\  G  arbitrarie  equimoltiplici  di  A,  C  e 
B',  D'  altre  arbitrarie  equimoltiplici  di  B,  -D,  essendo  A  =  B* 
le  moltiplici  A',  B'  constano  di  parti  eguali,  e  quindi  si  ha 
A'  >  B'  quando  il  numéro  délie  parti  eguali  ad  A  di  cui  è 
formato  A'  è  maggiore  del  numéro  délie  parti  eguali  a  B  di 
cui  è  formato  B*;  si  ha  A'  =  B  quando  il  numéro  délie  parti 
eguali  ad  A  di  cui  è  formata  A'  è  eguale  al  numéro  délie 
parti  eguali  a  B  di  cui  è  formata  If,  ed  A' <CB*  quando  il  nu- 
méro délie  parti  di  cui  è  formata  A'  è  minore  del  numéro  délie 
parti  di  cui  è  formato  B'.  Ma,  essendo  A\  G  rispettivamente 
equimoltiplici  di  A,  Ce  Bfi  D'  rispettivamente  equimoltiplici 
di  /f,  A  la  grandezza  C  contiene  tante  parti  eguali  a  C  quante 
A'  ne  contiene  eguali  ad  A,  e  2>'  contiene  tante  parti  eguali 
a  D  quante  B*  ne  contiene  eguali  a  B;  e  perciô  quando  è 
A'  >  B'  sarà  ancora  G  >  D\  perché  in  tal  caso  il  numéro 
délie  parti  eguali  a  C  di  cui  è  formato  G  è  maggiore  del  nu- 
méro délie  parti  eguali  a  D  di  cui  è  formato  D1  ;  quando  è 
A'  =  B'  è  anche  G  =  D\  perché  allora  G  contiene  tante  parti 
eguali  a  C  quante  D'  ne  contiene  eguali  a  D,  e  infine  quando 
è  A'  <  B'  è  anche  G  <  D'>  perché  allora  G  contiene  un  nu- 
méro di  parti  eguali  a  G  minore  di  quello  che  D'  contie**  ti 
parti  eguali  a  D.  Concludendo,  quando  é: 

>  > 

A' —  &  ,  è  corrispondentemente:      G  =  Df; 

<  < 


r\a\  ;d;c. 
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PR0P0S1ZI0NE    6 

TEOREMA 

Se  quattro  grandezze  formano  proporzione  ed  è  la  prima 
moltiplice,  o  parte,  délia  seconda,  sarà  la  terza  moltiplice,  o 
parte,  secondo  lo  stesso  numéro,  délia  quarta. 

Siano  le  quattro  grandezze  A,  B,  C,  D,  fra  le  quali  sus- 
sistala  proporzione: 

(1)  A\B\  :C'.D; 

dobbiamo  dimostrare  che,  se  A  è  moltiplice  di  B,  anche  C 
deve  essere  moltiplice  di  D  secondo  lo  stesso  numéro. 

Infatti,  presa  D'  moltiplice  di  D  corne  lo  è  A  di  B  avremo 
(Lib.  V.  Prop.  Z).  Sco.). 

A\B\  \D'\D; 

e,  confrontando  questa  con  la  (1)  (Lib.  V.  Prop.  XI), 

G\D\  [D'ID; 

e,  per  conseguenza  (Lib.  V.  Prop.  IX),  sarà  G  eguale  a  /)',  e 
perciô  sarà  C  moltiplice  di  D  corne  lo  è  A  di  B, 

Viceversa,  se  è  A  parte  di  B,  deve  essere  C  parte  di  D 
secondo  lo  stesso  numéro. 

Infatti,  invertendo  nella  (1)  si  ha: 

b\a\  :n:c; 

essendo  A  parte  di  B,  sarà  B  moltiplice  di  A,  quindi,  per 
quanto  abbiamo  dimostrato  sopra,  sarà  D  moltiplice  di  C 
corne  lo  è  B  di  A,  ossia  sarà  C  parte  di  D  secondo  lo  stesso 
numéro  che  esprime  corne  A  è  parte  di  B. 

PROPOSIZIONE  H 

TEOREMA 

Se  quattro  grandezze  formano  proporzione,  secondo  che 
è  la  prima  maggiore,  eguale,  o  minore,  délia  seconda,  èla*  a 
maggiore,  eguale,  o  minore,  délia  quarta  ;  e  viceversa. 

1°  Siano  le  quattro  grandezze  A,  B,  G,  D,  fra  le        li 
sussista  la  proporzione: 

d)  A\B\  \G\D\ 


Nel  nostro  caso,  essendo  C"^>  D',è  anche  A'^>B'\ 
',  E'  soiio  equiinoltiplici   di  A,  E  e  B',    F1  sono 

uoltipîici  di  B,  F*  montre  è  A"^B'  non  è  E^F", 
à  soddisfatta    la    condîzione    (n"  96)    clio    deve 

-s  verificata  affincbè  la  A  abbia  alla  B  maggior 
i«  cbe  la  E  alla  F. 


i  percio  ^uiii.   v.  reop.  iaj  e  c  =  u 


pure  permutando  ; 

a  ;  c  ;  ;  «  ;  d  ; 


i.  piu  iorLH   ragiouo  ; 

A'-hIÏ>B"  e   C  h /)'>/>"; 
.  è  aoddisfatta  la  condizione  c.he  (levé  « 
-*,a  affinchè  eussista   la  (2). 
Jon  resta  quindi  che  du  c  on  ai  de  rare  il  c 

B  <  B"  e  D'  <  D  '. 


eguale  a  qnella  dell*  quarte  alla  quinta,  aeoondoohê     i 
prima  grandezza  è  maggiore,  équivalent»,    o  mini    i 


r 
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délia  terza,  anche  la  quarta  deve  eseere  corrispondente- 
mente maggiore,  équivalente,  o  minore  délia  sesta. 

Siano  le  grandezze  omogeneo  At  B}  C,  D7  E,  F  tali 
che  fra  di  esse  sossistano  le  proporzioni  : 

0)  t     *  A\B\\E\t\ 

(2)  B\C\\b\E: 

si  vuol  dimostrare  che,  quando  : 

A  =  C7       è  corrispondentemente  :        D  =  F 

Sia  A  >  C)    allora   la   .4  avrà  alla   B   (LiB.  V. 
Prop.  VIII)  maggior  ragione  che  la  C  alla  B,  cioè: 

(3)  A\B>C\B: 
ma,  per  dato, 

(4)  A\B\.E\F  e  B\C\\D\E] 

da  quest'  ultima,  invertendo  (Lib.  V.  Prop.  F) , 

(5)  c:b.:e;d, 

e  poichè  dalle  (3)  e  (4)  si  ha  che  la  E  alla  F  ha  mag- 
gior ragione  che  la  C  alla  B,  ossia: 

E\F>C\B) 

da  questa  e  dalla  (5)  si  ricava  che  : 

E\  F>E\  D, 

cioè    che  la  E  alla  F  ha  maggior    ragione   che  la  E 
y       D;   e  perci6   (Lib.  V.  Pbop.  X)  è  F<^D>  ossia 

En  modo  analogo  si  dimostra  che,  se  : 

A  ^  C,  è  corrispondentemente  :  D  _^F. 


B\  C:\N\P: 
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dobbiamo  dimostrare  che  la  ragione  di  A  a  C  è  eguale 
alla  ragione  di  M  a  P,  ossia  che  sussiste  anche  la 
proporzione  : 

(3)  A\C\\M\P. 

Infatti,  prese  A\  M'  arbitrarie  equimoltiplici  di 
A,  M,  B\  N',  altre  arbitrarie  equimoltiplici  di  B,  N  e 
C,  Pf  altre  arbitrarie  equimoltiplici  di  C,  P,  avremo 
fra  queste  moltiplici  le  proporzioni  (Lib.  V.  Pbop.  IV): 

a'  ;  b'  :  ;  m'  \  n\ 

b'  ;  C  :  ;  A7'  :  F . 

Ma,  sussistendo  queste  proporzioni,  quando  è: 
A'  =  C,   è  corrispondentemente  :  M'  =  P' 

(Lib.  Y.  Pbop.  XX),  e  questa  è  appunto  la  condizione 
che  deve  essere  soddisfatta  affinchè  sussista  la  (3). 

Supponiamo  ora  che  si  tratti  di  due  série  di  quat- 
tro  grandezze  ciascuna  A,  B,  (7,  D  ed  M,  N,  P9  Q,  tali 
che  fra  di  esse  sussistano  le  proporzioni  : 

W  A\B\\M\N} 

(5)  B\C\\N\P, 

(6)  C\D\\P\Q) 

dobbiamo  dimostrare  che  si  avrà  ancora: 

A\D\\M\Q. 

Infatti,  considéra ndo  le  proporzioni  (4)  e  (5),  per 
— »llo  che  abbiamo  dimostrato  sopra,  si  ha: 

/  a;  c: ;m;p; 

sonfrontando  questa  con  la  (6),  avremo,  per  la  stessa 
l'one  : 

a  :d::m:q. 


la  ra^ionn  délia  prima  grandirai  alla  seconda  deH'tini 
(>|r«jiloa)larat;i()ncil[.;Ila  pennltiniaaH'iiltiriiadeiraltra,  l 
j,'ioni!  ilell.i  seconda  alla  terza  délia  prima  BÎa  egualeaqi 
délia  leizullima  alla  penulliiiia  c  cosl  di  segnito.  se  ne 


i  +  B\H'\  M-i-N;  E, 


pra,  ai  ha: 

A  +  B    H  :;  M  t-tf  :  K; 
e  da  qnesta  e  dalla  (6  ,  per  lo  stesso  oaso  : 

A+  B+C;  H;  ;  M+  N+P;  K, 
che  esprime  appui:  to  ci&  che  volevamo  dimostrare 


r 
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Il  ragionamento  puô  ripetersi  qualonque  sia  il 
numéro  délie  grandeeze  considerate  e  quindi  il  teorema 
è  générale. 

Scolio.  —  Il  teorema  précédente  puô  enunciarsi  anche 
dicendo  :  Se  quante  si  vogliano  proporzioni  hanno  gli  stessi 
conseguenti,  la  somma  di  tutti  i  prHmi  antecedenti  e  la  somma 
di  tutti  i  secondi  antecedenti  hanno  ai  conseguenti  comuni 
ragioni  eguali. 

Corollario.  —  È  facile  dimostrare,  segnendo  la  stessa 
via  tenuta  nella  dimostrazione  dei  teorema  précédente,  che  : 
Se  due  grandezze  hanno  ad  uno*  data  grandes za  ragioni  ri- 
spettioamente  eguali  a  quelle  che  altrettante  grandezze  hanno 
ad  un*altra  grandezza,  le  differenze  délie  due  coppie  di  gran- 
dezze hanno  aile  grandezze  date  ragioni  eguali. 

Siano  le  grandezze  A,  B  le  quali  abbiano  alla  grandezza  H 
ragioni  rispettivamente  eguali  a  quelle  che  hanno  alla  gran- 
dezza K  le  grandezze  Àf,  TV,  ossia  sussistano  le  proporzioni  : 

0)  A\H\\M\K, 

(2)  b:e::n:k; 

si  vuol  dimostrare  che,  se  è  A  >  B  e  M>  JV,  le  differenze 
A  —  B  e  M—N  hanno  aile  grandezze  H,  K  ragioni  eguali. 
Infatti,  permutando  nella  (2)  si  ha: 

jb;b;:k:n; 

e  confrontando  questa  con  la  (1)  otteniamo  per  egualità  in 
proporzione  ordinata: 

a;b;:m:n; 

e,  dividendo  (Lib.  V.  Prop.  XIX), 

A  —  B\  B\  \M—N\JS. 

Confrontando  questa  con  la  (2)  si  ha,  pure  per  egualità 
in  proporzione  ordinata , 

A  —  B\H\  \M—N\K, 

la  quale  esprime  appunto  ciô  che  dovevamo  dimostrare. 

>mo.  —  Il  corollario  dimostrato  sopra  si  puô  enunciare 
an<  .  dicendo:  Se  due  proporzioni  hanno  gli  stessi  conse- 
gtu  ti,  la  differenza  dei  primi  antecedenti  e  la  differenza 
dei     econdi  antecedenti  hanno  ai  conseguenti  comuni  ragioni 


eg\    'u 


^Umenti  d'  Etulide.  28 


336  ELEMENTI  D' EUCLIDB 

Esercizi 

388.  Dt!it08trar«  eho,  se  si  ha: 

b :a :  :d:o, 
jt-.E;  m: f, 
b:o:  :  d  :  h, 

ai  lia  pnre  : 

B:A  +  E  +  a;  :  DIC+F+  H. 

PROPOSIZIONE  XXV 

TEOREMA 

8e  quattro  grandezze  omogenee  formano  propor- 
zione, la  somma  délia  maggiore  e  délia  minore  è  mag 
giore  délia  somma  délie  altre  due. 

Siano  le  qaattro  grandezze  A,  /?,  C,  D,  fra  le 
quali  sassista  la  proporzione: 

A;B;;C:d, 

e  sia  A  la  grandezza  maggiore  ;  sarà  allora  D  la  gran- 
dezza  minore,  perché  (LlB.  V.  Peop.  H)  se  qaattro 
grandezze  formano  proporzione  ed  è  la  prima  mag* 
giore  délia  seconda  anche  la  terza  è  maggiore  deïï* 
quarta;  quindi,  essendo  A  >  B,  è  anche  C  >  D:  e  per- 
ché (Lib.  V.  Pbop.  XIV)  se  è  la  prima  maggiore  délia 
terza,  anche  la  seconda  è  maggiore  délia  qoarta,  es- 
sendo A  ]>  C  è  anche  B^D.  Ciô  posto,  dobbiamo 
dimostrare  che  la  somma  A  -h  D  è  maggiore  délia 
somma  B  h-  C. 

Infatti,  dalla  proporzione  data,  si  ha  (Lib.  V. 
Prop.  XIX)  : 

A  —  C\B  —  D\\  c:d, 
e  siccome  èC>/)  sarà  ancora  (Lib.  V.  Prop.    7i: 

A—  C>B  —  D; 


F 
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ossia,  aggiungendo  da  una  parte  e  dalPaltra  C-hD, 

che  è  quello  che  volevamo  dimostrare. 

Definizioni 

90.  Quando  tre  grandezze  sono  in  proporzione  continua, 
si  dice  che  la  prima  ha  alla  terza  ragione  duplicata  di  quella 
che  la  prima  ha  alla  seconda. 

Cos\,  date  le  grandezze  A,  B,  0,  fra  le  quali  sussiste  la 
proporzione: 

A\B\\B\C% 

si  dice  che  A  ha  a  C  ragione  duplicata  di  quella  che  ha  a  II 

100.  Quando  quattro  grandezze  sono  in  proporzione  con- 
tinua, la  prima  ha  alla  quarta  ragione  triplicata  di  quella 
che  ha  alla  prima.  Cosl,  se  fra  le  quattro  grandezze  A,  B,  C, 
D  sussiste  la  proporzione: 

A\B\\B\C\\  C\D, 

si  dice  che  A  ha  ai)  ragione  triplicata  di  quella  che  ha  a  B. 

101.  Date  più  grandezze  omogenee  si  dice  che  la  prima 
ha  air  ultima  ragione  composta  di  quelle  che  hanno  la  prima 
alla  seconda,  la  seconda  alla  terza,  la  terza  alla  quarta  e  cosi 
di  seguito  flno  air  ultima. 

PROPOSIZIONE  / 

TEOREMA 

Se  quattro  grandezze  formano  proporzione,  la  ragione 
duplicata  délia  prima  alla  seconda  è  eguale  alla  ragione  du- 
plicata délia  terza  alla  quarta;  e  reciprocamente. 

1°  Siano  le  quattro  grandezze  A,  B,  C,  D,  fra  le  quali 
sussista  la  proporzione: 

(1)  A\B\\  C]D; 

i  „jamo  dimostrare  che  la  ragione  duplicata  di  A  a  B  è 
i  aie  alla  ragione  duplicata  di  Oa  /).  A  taie  scopo,  scelte  le 
-       "dezze  M  ed  jV  tali  che  si  abbia  : 

A'  B"  B'  M, 

m  •       •  •  / 

C  D'  '  D'N, 

•  •     •  •  ~ 
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JSF:  si  vuol  dimostrare  che  i  due  triangoli  e  i  due 
parallelogrammi  stanno  fra  loro  nella  stessa  ragione 
délie  basi. 

1°  Si  collochino  tanto  i  due  triangoli  corne  i  due 
parallelogrammi  colle  basi  sopra  la  stessa  retta  LN, 
in  modo  che  risultino   compresi  fra  le  medesime  pa- 


rallèle AH,  LNj  il  che  puô  farsi,  perché  le  due  figure 
hanno  la  stessa  altezza,  e  si  prendano  sopra  la  BL 
quanti  segmenti  si  vogliano  BI,  IfT,  KL  (Lib.  I. 
Prop.  III)  eguali  a  BC,  e  similmente  sopra  la  EN  si 
prendaoo  quanti  segmenti  si  vogliano  FM}  MN  eguali 
ad  EF]  poi  da  A  si  conducano  AI,  AK,  AL  e  da  5 
si  conducano  DM,  DN. 

Poichè  BCf  BI,  IK,  KL  sono  eguali,  i  triangoli 
ABC,  ABI,  AlKy  AKL  costruiti  sopra  basi  eguali  e 
compresi  fra  le  stesse  parallèle  sono  (Lib.  I.  Pro- 
pos. XXXVIII)  equivalenti:  e,  per  la  stessa  ragione, 
sono  equivalenti  i  triangoli  DEF,  DFM,  DMN.  Dun- 
que  corne  la  base  CL  è  moltiplice  ai  BC  cosi  il  trian- 
golo  ACL  è  moltiplice  del  triangolo  ABC]  e  corne  la 
base  EN  è  moltiplice  délia  base  EF,  cosi  il  triaDgolo 
jPr,*r  è  moltiplice  di  DEF\  quindi,  secondo  che  la 
b  _  CL  è  maggiore,  eguale,  o  minore  délia  base  EN, 
ï  "'angolo  ACL  è  pure  (Lib.  I.  Prop.  XXXVIII) 
d  ,0iore,  eguale,  o  minore  del  triangolo  DEN.  Si 
h  io  dunque  quattro  grand ezze,  le  due  basi  BC  ed 
i       ed  i  due  triangoli  ABC,  DEF,  per  le  quali  si  ha 
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Esercizi 

389.  Un  rottangolo  è  niedio  proporzionale  £ra  i  qoadrati  coatraiti 
sopra  i  lati  dai  qoali  ô  contenuto. 

Q90.  Dimoslrare  ohe  la  congiungonto  dei  vortict  di  due  triungoli 
coetruiti  sopra  la  stassa  base  è  divisa  dalla  base  stessa  in  due  segment! 
che  stanno  £ra  loro  corne  i  due  triangoli. 


PEOPOSIZIONE  n 


TEOREMA  (di  Taleto) 

Se  in  qualunque  triangolo  si  conduce  una  retta  pa- 
rallela  ad  un  lato,  essa  détermina  sopra  gli  altri  due 
lati,  o  sopra  i  loro  prolungamenti,  segmenta  proporzio- 
nali.  32  reciprocamente,  se  una  retta,  incontrando  due 
Jati  di  un  triangolo,  o  i  loro  prolungamenti,  détermina 
sopra  di  essi  segmenti  proporzionali ,  essa  è  parallela 
al  terzo  lato. 

1°  Nel  triangolo  ABC  si  conduca  DE  paral- 
lela al  lato  BC,  e  siano  D,  E  i  punti  Dei  quali  essa 
taglia  i  lati  AB,  AC,  o  i  loro  prolungamenti  :  si  vuol 


j:** 


r^trare  che  i  segmenti  da  essa  determinati  sopra, 
i  AB,  A Cj  o  sopra  i  prolungamenti  dei  lati  stessi, 
'  proporzionali,  cioè  che 

AD  \DB\\AE\EC. 


Qnindi,  essendo  per  la  (1)  eguali  le  due  ragiom 
ADE  a  DEB  e  di  ADE  a  DEC,  riaolta  (LlB. 
Peop.  XI)  dalle  ultime  due  proporzioni  1'  altra  : 

AD  ;  db;;Ae;  EC. 


l' angolo  esterno  BAD  è  egnale  (LiB.  I.  Pb0P.  XXH) 
al  auo  corrisp  on  dente  interno  AEC:  ma  abbiamo  dî- 
mostrato  clio  BAD  è  anche  egnale  ad  ACE;  dunqne 
{ans.  1")  gli  angoli  ACE,  AEC  sono  eguali,  e  i  lati  ad 
osai  oppoati  AE,  AC  del  triangolo  AEC  sono  para 
(LiB.  I.  Fbof.  VI)  eguali.  Quîndi  la  proporzioue 
diviene  : 

BD\  DCy.BA  '.AC, 


cguali  anche  i  lati  AS  e  AC  (Lib.  I.  Prop.  VI).  Nclla  pr 
iione  précédente  si  puô  çlunque  sostituire  AC  ad  AH  e  q 
si  ha  : 

BD\CD\   \AU\AC, 
corne  vole  vain  o  dimostrare. 


egualc  all'angolo  CAD,  corne  alterni  intorni  fra  le  stesso 
parallèle  tagliate  dalla  AC,  equindi  anche  i  due  ingoliFAD, 
CAD  sono  eguall;  ossia  AD  è  biscttrico  dell'angolo  FAC. 

Cobollàmo.  —  Considerando  le  biscttrici  Ali  ed  AD  di 
unangolo  di  un  triangolo  ABCc  <lel- 
l'angolo  esterno  supplémentaire,  s 
ha  per  il  teorema  dimostrato  : 

BG\  GC\  ;  AB\AC, 

BD\CD\;  AB\AC; 
A       'ii: 

bo  ;  eo  ;  :  bd  ;  cd. 

poieliè: 

BO  =  BD  —  GD,       e       GC=GD—  CD  t 


potreuio  scr 

o  anche: . 

cioè  dei  tre 

la  differonzi 

condo  s  ta  alla  differenza  Ira  il  se- 

condo  o  il  terzo. 

Scouo  I.  —  Quando  trc  seg- 
menti  sono  tali  cite  il  primo  ita 
al  terso  corne  la  differensa  fra  il 
primo  e  il  seconda  sta  alla  diffe- 
renza fra  il  secondo  ed  il  terxo,  si 
dico  che  sono  in  proporiiotie  ar-  "  "  "* 
monica,  ed  il  secondo  segmento  si  chiama  tnedio  a 

l  quattro  punti  B,  C,  G,  D,  che  sono  gli  estremi  (toi  tre 
seg  menti  contati  nella  stessa  direz  ion  e,  apartiredaiinostesso 
punto,  formano  un  gruppo  armonico,  e  le  quattro  rotle  A& 
AC,  AG,  AD,  formano  un  fascio  armonico.  La  rotta  BC  si 
ilict'  clic  6  divisa  ar  ni  o  nie  ameute  dal  punti  G  e  D,  c  qucsii 
duc  punti  si  cliiamano  coniugatt  armonici  dei  punli  B  e  C. 

Scouo  II.  —  Si  puô  dedurre  facilmeute  dal  teorema  dinio- 
strato  quale  è  il  luogo  dei  punti  le  distanze  dei  quali  da  due 
punti  dati  A  e  B  stanno  fra  loro  como  due  segmenti  m,  n.  No- 
teremo  intanto  clic  sopra  la  congiungente  i  punti  dati  esi- 
stono  due  punti  dei  luogo  cercato,  uno  fra  A  e  B  e  V  altro 
aul  prolungamento  di  Ail,  e  non  ne  csistono  che  due.  Infatli 
se  M  è  un  punto  dei  luogo  cercato,  cioè  taie  che  si  abbia: 

MA  ;  MB  II  m 'tn, 
i  due  punti  Eo  Dnei  quali  lo  bisettrici  doll'angolo.-l.VSe  dcl 
buo  supplcmentarc  BMG  incontrano  la  AU  ed  il  suo  prolun- 
gauicnto  soddisfano  alla  condizione  posta,  perché  si  ha  : 


vibra™  Joli 

ponte* 

■q  appuntfl 

lia  propo 

ifleare. 

F^ 
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Nessun  altro  punto  di  AB,  o  del  suo  prolungamento,  soddi- 
sfa  alla  condizione  posta,  giacchè,  se  esistesse  un  altro  punto 
di  AB,  per  esempio  E!,  che  appartenesse  al  luogo  cercato, 
si  dovrebbe  avère: 

aïï  ;  e'b  :  :  »i  :  « , 

e  siccome: 

AE  *  EB  *  '  m  '  n 

m  •     m  • 

si  avrebbe  ancora: 

AE?  \  E'B]  \AE\  EB, 

ciô  che  è  assurdo  perché  l'antécédente  AE'  è  maggiore  del- 
l'antecedente  AE,  rnentre  il  conseguente  EB  è  minore  del 


A.        E  E'    B  D    D1 


conseguente  EB,  il  che  non  puô  essere  (Lib.  V.  Prop.  XIV).  Se 
poi  esistesse  un  punto  del  luogo  cercato  sul  prolungamento 
di  AB,  indicandolo  con  £',  si  dovrebbe  avère  : 

AD'\BD'm  'mm  7i, 
e  siccome  si  ha  pure: 

AD  "  BD  *  "  m  '  n  , 

si  avrebbe  anche  Taltra  proporzione  : 

AD''  BD"  [AD' BD; 
o,  dividendo,  (Lib.  V.  Prop.  XVII) 

AD'—BD'  ;  BD*  \\AD  —  BD\BD, 

o  -e,  essendo: 

AD'  —  BD>  =  A  B  e  AD  —  BD=AB, 

AB\BD'\  \AB\BD, 

c  ,-ie  è  falso  (Lib.  V.  Prop.  XIV)  perché  gli  antecedenti 
s  -guali  e  tali  non  sono  i  conseguenti. 


Vediamo  ora  corne,  dati  i  due  punti  A  e  B,  Bi  dctermii 
sopra  la  loro  congiungente  i  punti  D  e  D'  ctae  la  divi 
nol  modo  riclùesto.  Si  prendonoduo  scgmentî  redsche  - 
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Si  dispongaiio  i  due  triangoli  con   un   vertice    C 
in  comune,  in  modo  che  due  lati  omologhi  J5C,  CE  ri- 
sultino  in  linea  retta.  E  poichè  nel  triangolo  ABC  la 
somma  dei  due   angoli  ABC,  ACB  è  minore  di  dne 
angoli  retti  (Lib.  I.  Pro- 
pos. XVII)  e  l'angolo  ACB 
è  eguale,  per  ipotesi,  alPan-      f 
golo  DEC}  deve  essere  an- 
che .  la  somma  dei  dne  an- 
goli B  ed  E  minore  di  due   A 
angoli  retti,  e  perciô  le  BA, 
ED  prolnngate  debbono  in- 
contrarai  (n°  54);  si  prolun- 
ghino,  e  sia  F  il  loro  punto 
d* incontro. 

Ora,  essendo  l'angolo 
esterno  DCE  eguale  al  suo 

corrispondente  interno  ABC  rispetto  aile  rette  DC, 
BF  tagliate  dalla  BE,  le  due  rette  DC,  BF  risultano 
(Lib.  I.  Pbop.  XXVIII)  parallèle:  per  la  stessa  ra- 
gione,  essendo  l'angolo  esterno  ACB  eguale  al  suo 
corrispondente  interno  DEC,  sono  parallèle  CA  ed  EF\ 
dunque  la  figura  ACDF  è  un  parallelogrammo,  ed  i 
lati  opposti  (Lib.  I.  Prop.  XXXIV)  sono  eguali,  cioè 
AC  è  eguale  a  DF  e  DC  ad  AF. 

Ora,  essendo  nel  triangolo  FEB  la  AC  parallela 
al  lato  EF,  taglia  gli  al  tri  due  lati  in  parti  propor- 
zionali  (Lib.  VI.  Prop.  II)  ;  ed  abbiamo  : 


ossia  : 


AB\  AF\\BC\  CE, 


AB\DC\\BC\  CE; 


irmutando  (Lib.  V.  Prop.  XVI), 


AB\BC\  \DC\  CE. 


3fiC 

CD  parallela  al  lato  BF,  abbiamo: 

bc  :  ce  y.  fd  :  de  , 

cioè: 

bc  :  ce  :  ;  ca  ;  ed  , 

a,  permutando  (Lib.  V.  Paop.  XVI), 

(2)  bc;  Ga\\ce;ed. 

Allora  dalle  (1)  e  (2)  si     f 
ricava  per  ugualità  (LlB.  V.      \  \, 
Prop.  XXII)  in  proporzione 
or d  mata  : 

AB  ;  AC  ;  :  DC  ;  DE; 


corne  appunto  do1 

m  os  t  rare.  __ 

-S 
Sroi.io.    —   Dallo   propor- 
/ioni    ecritte    Ri    ricava    facilmente  la  sorio  di  proporaioni: 

au;  ne; ; bc; ce; ; ac\  df., 


e  quimli  il  tciirenia  dimostrato  puo  anche  enunciarsi  dicenda: 
In  ilue  triangoli  simili  i  Ititi  omologM  sono  pvoporzionali. 

Ciiitui.LARio  I.  —  Dal  tcorcma  dimoslrato  si  deduee  che   ■ 
in  ihif  Iriunitiili  simili  le  itltczzc  corrispoudenti  ai  htti  omo- 
loi/hi  siinino  fm  loro  corne  i  lali,  giacchè  tali  altezze  dividunti 
i  duc  triangnli  in  due  coppic  di  triangc-li  rispettivamente  si- 
inili,  perche  rcltangoli  e  aventi  un  angolo  acuto  cguale. 

Corollario  II.  —  Più  relie  uscenti  tla  un  punlo  che  iti- 
coiilraiio  'lue  relie  parallèle  determiitaiio  sopra   queste  seg-    • 
menti  prop/ir:ioii'!li  ;  c  reeipi-ocamente.  i 

Siano  le  duc  reitc  parallèle  Af.V,  PO  incontrate  da  più 
relte  usccnli  dal  punto  0  nei  punti  A,  B,  C,  D,  E,  F,  (t.  B:    I 
si  vuol  dimostrarcclic  abbiamo  la  série  di  propomoni : 

au  ;  ef;  ;  dc;fg;  \cd;  gh. 

Infalti,  avendo  i  duc  triangoli  OAB,  OEF,  e  eosl  ] 
duo  triangoli  O/IC,  OFG,  e  gli  altri  due  OCD,  OOfl,gllai    oli 


apettivamente  eguali,  e  perciô  debbono  avère  (Lib. 
Prop.  IV)  i  lati  omologhi  proporzïonali,  cioè: 
AB  ;  AC\;  GE\  EF; 


triaugulo  ABC,  e  sopra  il  lato  DFt  dalla  parte  opp    a 
di  (juesto  lato  riapetto  al  trîangolo  DEF,  l'angolo  7"    G 
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eguale  alPangolo  BAC,  e  nel  punto  F  l'angolo  DFG 
eguale  ail' angolo  ACB:  sarà  (Lib.  I.  Pbop.  XXXII, 
Cor.  J°)  Tangolo  rimanente  FGD  del  triangolo  DGF 
eguale  all'angolo  rimanente  ABC  del  triangolo  ABC. 

Essendo  allora  i  tre  aDgoli  del  triangolo  ABC  ri- 
8pettiyamente  egaali  ai  tre  angoli  del  triangolo  DGF, 


i  lati  dintorno  a  questi  aDgoli  saranno  (Lib.  VI.  Peop. 
IV)  proporzionali,  ed  avremo  : 

BA\  AC\\GD\  DF: 

ma,  per  ipotesi, 

BA  \AC\\DE\DF: 

duoque  da  queste  due  proporzioni  che  hanno  una  ra- 
gione  comune  si  dedace  (Lin/  V.  Prop.  XI)  : 

gd  ;  df  ;  ;  de  :  df} 

e  perciô  GD  e  DE,  che  hanno  ragioni  egnali  alla 
steesa  grandezza  DF,  sono  (Lib.  V.  Prop.  IX)  eguali. 
Allora  i  due  triangoli  DEF,  GDF  sono  eguali  (Lib.  I. 
Prop.  IV),  perché  hanno  i  lati  DE,  DG  eguali,  il  lato 
DF  comune,  ed  eguali  gli  angoli  EDF,  GDF  da  essi 
c<  jresi,  perché  ambedue  eguali  aU'angolo  BAC  (per- 
l'angolo  GDF  è  stato  costruito  eguale  air  angolo 
3  supposto  per  dato  eguale  ail'  angolo  EDF).  Ne 
Ita  che  gli  angoli  opposti  ai  lati  eguali,  cioè  DFG 
^.Fdebbono  essere  rispettivamente  eguali  agli  an- 
DFE  e  DEF.  Ma  DFG  è  eguale  air  angolo  ACB 


cl 
B 
ri 
e 


Bti  a  queati  angoli  proporzionali,  aono  airuili. 

Nei  due    trii.ngoli   ABC,  DEF  si  a  l'angolo  BAC 
eguale  ail'  angolo  EDF,  ed  intorno  agli  altri  due  an- 

goli  ABC,  DEF  sîano  i  lati    proporzionali,    taJchè  si 
abbia 

ab  :  bo  :  ;  de  :  ef, 

e  siano  glî  angoli  C  e<l  F  ambedue  mînori  o  ambedue 
maggiori  di  un  angolo  retto:  si  vuol  dimostrare  che  nei 


■fi 


due  triangoli  sono  eguali  gli  angoli  ABC  e  DEF 
torno  ai  quali  sono  i  lati  proporzionali,  e  conseg 
temente  sono  eguali  gli  angoli  rimanenti  C  ed  F. 


LIBRO  SE8TO 


367 


1.°  Supponiamo  prima  che  gli  angoli  C  eà  F 
siano  acuti;  se  gli  angoli  ABC,  DEF  non  sono  eguali, 
uno  di  68si  sarà  maggiore;  sia  maggiore  l' angolo 
ABC,  e  costrniamo  sopra  la  AB  nel  ponto  B  di  essa 
(Lib.  I.  Prop.  XXIII)  P  angolo  ABG  egnale  ail'  an- 
golo DEF. 

Àllora,  poichè  1*  angolo  A  è  egnale  ail' angolo  Z>, 
per  ipotesi,  e  Pangolo  ABG  è  costrui+o  egnale  all'an- 
golo  DEF,  sarebbe  (Lib.  I.  Pbop.  XXXII    Cor.  1°) 


il  ri  m  an  en  te  angolo  AGB  del  triangolo  ABG  eguale 
al  rimanente  angolo  DFE  del  triangolo  DEF\  e  perciô 
i  dne  triangoli  dovrebbero  avère  i  lati  omologhi  pro- 
porzionali  (Lib.  VI.  Pbop.  IV),  cioè 


AB\BG\  ;  DE  ;  EF\ 


ma,  per  ipotesi, 

AB\BC\  ;  DE  :  EF; 

dunqne  dalle  dne  proporzioni,  che  hanno  ona  ragione 
eguale,  si  dednce  (Lib.  V.  Prop.  XI) 

AB\  BC\\AB\BG) 

J\b  il  lato  AB,  avendo  la  medesima  ragione  a 
juno  dei  lati  BC,  BG,  dovrebbe  essere  (Lib.  V. 
".  IX)  BG  eguale  a  BC\  perciô  il  triangolo.  BCG 

be  isoscele  e  (Lib.  I.  Prop.  V)  sarebbero  eguali 
mgoli  BCG)  BGC.  Ma  Y  angolo  C  è  acuto,  per  ipo- 

Elementi  d'  Euclide.  2f> 


modo  ai  dimostra  cho  non  pu6  essore  minore  ;  quindi 
i  dne  angoli  devono  essere  egnali.  Di  pin  l'angolo  è 
per  dato  egtmle  at l'angolo  D:  percio  i  dne  angoli  r  »- 
nenti  C  ed  F  sono  pure  egnali  (Lib.  I.  Phop.  XXT  I, 
Cor.  1°)  e  i  due  triangoli  hanno  gli  angoli  riapet  »- 
mente  egnali,  ossia  sono  simili. 


rwr% 
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Esercizi 

m 

303.  Se  dae  triangoli  hanno  due  angoli  rispettivamente  egnali  e 
lue  angoli  snpplementari,  1  lati  opposti  agli  angoli  eguali  sono  proporzio- 
aali  ai  lati  opposti  agli  angoli  snpplementari. 

304.  Le  altezze  di  on  triangolo  sono  inversaraente  proporzionalf  ai 
lati  corriflpondenti. 

30E».  Le  rette  egnalmente  inolinate  sopra  i  lati  di  nn  angolo  for- 
mano  oon  essi  triangoli  simili. 

306.  Due  lati  di  an  triangolo  Btanno  fra  loro  corne  le  proiezioni 
dell'uno  Hull'altro. 

307.  Date  tre  rette  che  partono  da  nno  stesso  pnnto  ed  nn  pnnto 
ehe  ai  maove  sopra  nna  di  esse,  dimostrare  che  la  ragione  délie  distanze 
di  queato  pnnto  dalle  altre  due  rette  ô  costante. 

308.  Dimostrare  che  il  lnogo  dei  pnnti  di  mezzo  del  segment!  pa- 
ralleli  ad  nno  dei  lati  di  nn  triangolo  ô  nna  retta. 

309.  Le  diagonali  di  nn  trapezio  sono  divise  dal  loro  pnnto  di  in- 
eontro  in  segment!  proporzionali  aile  basi. 

310.  Le  oonginngenti  i  pied!  délie  altezze  di  nn  triangolo  determi- 
nano  tre  triangoli  simili  a  qnello  dato. 

311.  Se  i  lati  di  nn  triangolo  fanno  rispettivamente  angoli  egnali 
coi  lati  di  nn  altro  triangolo,  i  due  triangoli  sono  simili. 

313.  Dae  corde  aventi  nn  estremo  comnne  sono  inversamente  pro- 
porzionali ai  segment!  di  esse  compresi  fra  qnell' estremo  ed  una  terza  sé- 
cante, parallela  alla  tangente  oondotta  per  l 'estremo  stesso. 

318.  Se  dne  triangoli  hanno  i  lati  paralleli,  lo  rette  che  nniscono  i 
Terticl  oniologhi  passano  per  nno  stesso  pnnto. 

314.  Se  tre  segmenti  sono  paralleli  e  diretti  nello  stesso  senso,  op- 
pnre  dne  hanno  la  stessa  direzione  ed  il  terzo  direzione  opposta,  lo  con- 
ginngenti  gli  estremi  corrispondenti  si  incontrano  in  tre  pnnti  sitoati  so- 
pra nna  stessa  retta. 

316.  Le  rette  che  hanno  egnale  inclinazione  sopra  la  bisettrice  di 
nn  angolo  determinano  coi  lati  di  qnesto  triangoli  simili. 


PROPOSIZIONE   VIII 


TEOREMA 

In  ogni  triangolo  rettangolo,  P  altezza  correspon- 
de be  ail'  ipotenusa  divide  il  triangolo  in  due  triangoli 
sii   Ui  ail'  intero  triangolo  dato  e  simili  fra  loro. 

Nel  triangolo  rettangolo  ABC  sia  Y  angolo  BAC 
re    >,  e  dal  pnnto  A  si  conduca  la  AD  perpendicolare 
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Disposti  i  due  segmenti  con  un  oetremo  A  in  co- 
mune,  in  modo  che  comprendano  un  angolo  qualunque 
A%  si  condaca  BC  e  dai  panti  D  ed  E  si  conducano 
(IiiB.  I.  Pbop.  XXXI)  le  DF,  EG  parallèle  a  CB,  le 
quali  incontrino  il  seg- 
mente AB  nei  punti  F,  £ 
6?:  si  vuol  dimostrare                                       yS   : 
che  AB  è  diviso  da                              Es^             \ 
questi   punti  m   seg-                           y^x 

menti proporzionali ad  J^'~ "\'h~ ^ 

AD,  DE,  EC.  X      • 

Si  conduca  per  il     jf-~ -p -^ ^ 

ponto  D  la  DK  parai- 

lela  ad  AB  e  questa  retta  tagli  nei  punti  H,   K  le 

EG,  BC. 

Le  figure  F  H,  HB  sono  parallelogrammi ,  dunque 
(Lib.  I.  Pbop.  XXXIV)  DH  è  eguale  a  FG  ed  HK  a 
GB\  e  poichè  nei  triangolo  AEG  è  condotta  la  retta 
Di*1  parallela  al  lato  EG,  abbiamo  (Lib.  VI.  Pbop.  IE): 

AD  [DE;  \AF\  FG. 

Di  più,  poichè  nei  triangolo  DKC  è  stata  condotta 
la  £27  parallela  al  lato  KC}  si  ha: 

de:  ec:  ;dh\  hk; 

ossia,  perché  DH  ed  HK  sono  rispettivamente  eguali 
ad  FG  e  GB, 

de;  ec;  \fg  ;  gb. 

Dunque  il  segmento  AB  è  diviso  nei  modo  voluto. 

Altra  dimostrazione. —  Dal  corollario  délia  Prop.  II  si 
ucc  subito  scnza  bisogno  di  costru/ione  e  di  dimostra- 
e,  che,  essendo  le  due  rette  concorrenti  AC,  .4i*tagliate 
e  parallèle  DF,  EG,  CB  e  da  una  retta  condotta  paral- 
nente  ad  esse  per  il  punto  A,  i  segmenti  A  F,  FG,  GB 
i  AB  sono  proporzionali  ai  segmenti  AD,  DE,  EG, 
-  AC. 
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Scolio.  —  Trovato  il  segmento  lerzo  proporzionale  dopo 
due  seginenti  dati,  trascurando  il  primo  e  trovando  il  terzo 
proporzionale  dopo  gli  altri  due,  cîoè  il  secondo  eil  il  terzo 
trovato,  avreino  quattro  seginenti  continuamente  proporzio- 
nali.  Trascurando  i  primi  due,  e  trovando  il  ter/.o  proporzio- 
nale dopo  gli  altri  due,  otterremo  cinque  segmenti  oonti- 
nuanientc  proporzionali ,  e  nello  stesso  modo  si  possono 
trovare  quanti  segmenti  si  vogliano  continuamente  propor- 
zionali. 


PROPOSIZIONE  XII 


PROBLEMA 


Trovare  il  quarto  proporzionale  in  ordine  a  tre  seg- 
menti dati. 


Siano  dati  i  tre  segmenti  a,  b  e  c,  dopo  i  quali  si 
voglia  trovare  il  quarto  proporzionale,  cioè  un  .seg- 
mente taie  che  la  ragione  di  a  a  b  sia  eguale  a  quella 
di  c  al  quarto  segmento 
richiesto. 

Prese  dne  rette  AH, 
AK  cbe  comprendano  fra 
loro  un  angolo  qualunque  ; 
A,  si  prendano  sopra  di  h 
esse  (Lib.  I.  Prop.  III) 
i  segmenti  AB  eguale  ad 
a,  BC  eguale  a  b  e  AD 
eguale  a  c:  unito  B  con 
D,  si  conduca  dal  punto  C  (Lib.  I.  Prop.  XXXI)  la 
C.  parallela  a  BD,  e  quenta  retta  tagli  la  AK  nel 
pt      r>  E:  sarà  DE  il  quarto  segmento  cercato. 

fatti,  poichè  nel  triangolo  ACE  la  BD  è  paral- 
le  lato  CE,  abbiamo  (Lib.  VI.  Prop.  II): 


1\BC\\AD\  DE,  ossia:  a  \  b  \  \  c  \  DE. 
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Seconda  costruzione.  —  Sopra  una  retta  indeflnita  si 
prenda  un  segmento  AB  =  a  ed  un  segmento  AC  =  &,  e  sopra 
la  retta  AB  corne  diametro  si  descriva  una  seniieirconferenza. 

D 


Poi  dal  punto  C  si  innalzi  la  perpendicolarc  CD  alla  retta  AB^ 
e  si  unisca  il  punto  di  incontro  D  di  essa  eon  la  circonfe- 
renza  con  A  :  il  segmento  AD  (Lib.  VI,  Prop.  VIII,  Cor.  4U), 
è  quello  cercato. 


Esercizi 


316.  Per  due  pnnti  dati  conduire  due  rette  parallèle  tali  che  deter- 
minino  sopra  una  retta  data,  a  partire  da  un  punto  datu  sopra  di  essa, 
du©  segmenti  proporzionali  a  due  segmenti  dati. 

317.  Conduire  per  due  punti  dati  due  parallèle  e  per  un  terzo 
punto  dato  una  retta  che  sia  divisa  dalle  due  parallèle  in  segmenti  pro- 
porzionali a  due  segmenti  dati  e  faccia  con  le  parallèle  un  augolo  cguale 
ad  un  angolo  dato. 

318.  Costruire  un  trapezio  dato  il  perinietro  e  quattro  segmenti  pro- 
porzionali ai  lati. 

319.  Per  un  punto  dato  nelPinterno  di  im  angolo  il  vertice  del  quale  è 
fuori  dei  limiti  del  foglio,  condurre  una  retta  che  prolungata  i>assi  per  il 
vertioe  dell'angolo. 

320.  Se  in  un  triaugolo  rettangolo  è  inscritlo  un  quadrato,  l'ipote- 
nusa  resta  divisa  in  proporzione  continua. 

381.  H  rettangolo  contenuto  dai  due  segmenti  di  una  tangente  qua- 
lunque  compresi  fra  il  punto  di  oontatto  e  due  tangenti  parallèle  è  co- 
stante  ed  équivalente  al  quadrato  costruito  sopra  il  raggio. 

333.  Se  un  triangolo  rettangolo  è  inscritto  in  mezza  circonferenza 

un  punto  qualunque  dell'  ipotenusa  si  innalza  la  perpendicolare  flno 

>ncontro  con  la  circonferenza,  il  segmento  ottenuto  è  medio  propor- 

ale  fra  i  due  segmenti  determinati  dal  punto  considerato  sopra  l' ipo- 


833.  Se  tre  circonforenze  sono  tangeuti  due  a  due  ed  ai  lati  di  un 
>lo,  il  raggio  délia  circonferenza  intermedia  è  medio  proporzionale  fra 
vgi  délie  altre  due. 
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il  lato  BC,  e  ni  prende  aopra  BC  il  ponto  E  equidistaute  «la  A  ©  D,  il  seg- 
menta DE  6  medio  proporzionale  fra  2?.E  e  CU. 

341.  Conduire  una  sécante  comane  a  dae  circonferenze  conoentriche 
In  modo  chela  corda  intercetta  sopra  qnesta  sécante  dalla  circonferenza  mi- 
nore atta  a  qaella  intercetta  dalla  maggiore  corne  stanno  fra  loro  due  seg- 
menti  dati. 

343.  Il  segmenta  di  tangente  comnne  a  dae  circonferenze  tangenti 
eaternaïuente  è  medio  proporzionale  fra  i  diametri  délie  circonferenze. 

343.  Contraire  un  triangolo  dati  an  angolo.  l'altezza  relativa  al 
lato  opposto  e  dae  segment!  proporzionali  a  quelli  nei  quali  easa  diride 
il  lato  stesso. 

344.  In  nn  triangolo  condorre  ana  retta  parnllela  ad  nno  dei  lati, 
in  modo  che  la  parte  di  essa  intercetta  ta  dal  triangolo  sia  média  propor- 
zionale tra  i  dne  segmenti  che  la  retta  steasa  détermina  sopra  nno  dei  lati. 

345.  Se  in  an  triangolo  rettangolo  nn  cateto  è  doppio  dell'altro,  i 
segmenti  detenninati  aopra  l' ipotenasa  dalla  perpendicolare  abba&sata  so- 
pr»  di  easa  dal  vertice  dell' angolo  retta  sono  nno  quadrnplo  dell'altro. 


PROPOSIZIONE   XIV 


TEOREMA 

8e  due  parallelogrammi  sono  equivalenti  ed  ha  nno 
gli  angoli  rispettivamente  eguali,  i  lati  che  compren- 
dono  gli  angoli  eguali  sono  inversamente  proporzionali. 
Beciprocamente,  se  due  parallelogrammi  hanno  gli  an- 
goli rispettivamente  eguali  ed  i  lati  che  li  compren- 
dono  inversamente  proporzionali,  sono  equivalenti. 

1°  Siano  î  due  parallelogrammi  equivalenti  AB 
e  BCt  che  abbiano  i  due  angoli  in  B  eguali,  e  conse- 
gnentemente  eguali  gli  altri  angoli:  si  vuol  dimostrare 
che  i  lati  dintorno  a  questi  angoli  sono  inversamente 
proporzionali,  cioè  che  si  ha  : 

BD\BE\  ;  BG  .  BF. 

3i  dispongano  i  due  parallelogrammi  col  vertice  B 
lue  angoli  eguali  in  comune,  in  modo  che  i  lati  BD 

siano  per  diritto;  allora,  essendo  eguali  gli  an- 
i   FBD,  e  EBG,  anche  gli  altri  due  lati  BG,  BF 
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bd  :  bë  ::  bg:  bf. 

2°  Reciprocamente,  siano  ora  nei  due  parallelo- 
grammi  AB,  BC  eguali  i  due  angoli  DBF  e  QBE  ed 
inversamente  proporzionali  i  lati  che  comprendono  que- 
eti  angoli,  cioè  si  abbia 

(2)  BD\BE\\BG\BF) 

si  vuol  dimostrare  che  i  due  parallelogrammi  sono  équi- 
valent). 


Fatta  la  medesima  costruzione,  poichè  i  due  pa- 
rallelogrammi AB,  EF  hanno  la  stessa  altezza,  e  cosl 
pure  i  due  BC,  EF,  avremo  (Lib.  VI.  Pbop.  I): 

AB\EF\\BD  :  BE, 
e 

BC  :  EF  \\BO\  BF) 

e  poichè,  per  ipotesi,  dalla  (2)  si  deduce  che  le  se- 
conde ragioni  di  qneste  due  proporzioni  sono  eguali, 
ne  consegue  (Lib.  V.  Prop.  XI)  che 

AB  ;  EF\  \BC\  EF) 

dm  ,  i  due  parallelogrammi  AB  e  BC,  avendo  la 
me-  ma  ragione  allô  stesso  parallelogrammo  EF,  sono 
(Li     V.  Pbop.  IX)  équivalent!. 


KLEHEBTI   I>' EUCI.1DK 


PROPOSIZIONKXV 


Se  dus  triang-oH  sono  équivalent!  ed  liaiino  un  an- 
golo  eguale  ad  un  ang-olo,  i  lati  che  comprendono  qus- 
sti  angoli  sono  invarsamente  proporzionali.  Beciproca- 
mente,  se  due  triangoli  hanno  un  angolo  eguale  ad  un 
ang-olo  ed  i  l**'  che  comprendono  questi  angoli  sono 
inveraamente  proporzionali,  i  due  triangoli  sono  équi- 
valent!. 

Siano  i  dne  triangoli  ABC,  A  DE  obe  abbiano  egnali 
gli  angoli  BAC  e  DAE:  si  vuol  dimostrare  che  i  lati 
dintorno  a  questi  angoli  sono  invoraamente  proporzio- 
nali, cioè  che  ai  ha: 

AO;  AD;  \AE\AB. 

Si  dispongano  i  due  triangoli  col  vertîce  A  in  co- 
muiia  in  modo  che  i  lati  AC,  AD  siano  in  linea  retta: 
allora,  per  la  atesas 
a  j?  ragione  esposta  par  i 
parai  lelogram  mi,  per 
l'eguaglianza  degli  to- 
galiBAC,DAE  anche 
i  lati  AE,  AB  risol- 
tano  in  linea  retta:  si 
conduca  poi  BD. 

Poîchè  i  âne  tri- 
angoli   ABC,     A  DE 
sono  equivalenti,  hanno  ragioni   egoali  (Lis.  V.  Pro- 
pos. VII)  allô  stesso  triangolo  ÂBD,  e  percio 

(1)  ABC;  ABD  \\  A  DE  \  ABD. 

Ora,  siccome  i  due  triangoli  ABC,  ABD  bar  >  li 
slessa  altezza,  per  avère  il  vertice  comune  B  e  ' 


r 
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AC,  AD  8opra  la  stessa  retta,  e,  per  la  stessa  ragione 
hanno  pare  la  stessa  altezza  i  triangoli  ADE,  ABD, 
questi  triangoli  stanno  fra  loro  (LiB.  VI.  Prop.  I)  corne 
le  basi,  cioè 

ABC\ABD\\AC\  AD, 

ADE  ;  ABD  ;  ;  AE\  AB. 

Qnindi,  essendo  per  la  (1)  eguali  le  prime  ragioni 
di  queste  due  proporzioni,  avremo  pu r^LiB.  V.  Pro- 
pos. XI) 

ac:  ad: :  ae :  ab. 

2°  Reciprocamente,  supponiamo  che  i  due  trian- 
goli ABC,  ADE  abbiano  gli  angoli  BAC,  DAE  egnali 
e  i  latd  dintomo  a  qae- 
sti angoli  inversamen-  ^ 
te  proporzionali,  cioè 
si  abbia                                 J3 

{2)ac:ad::ae:ab; 

si  vuol  dimostrare  che 
i  due  triangoli  ABC, 
ADEsono  equivalenti. 
IFatta  la  stessa 
costrazione,  poichè  i  due  triangoli  ABC,  ADB  hanno 
]a  stessa  altezza,  e  cosl  pure  i  due  triangoli  ADE, 
ADB,  abbiamo  (Lib.  VI.  Prop.  I): 

ABC  ;  ADB  ;  ;  AC  ;  AD, 
ADE  ;  ADB  :  :  EA  ;  AB. 

Ma,  per  la  (2),  le  seconde  ragioni  di  queste  pro- 
po:  sono  eguali;  dunque  (LiB.  V.  Prop.  XIj  sono 

eg        inche  le  prime,  cioè 

abc  :  adb  ;  :  ade  ;  adb  ; 

e  ]       ;A  i    due  triangoli  ABC,  ADE,  avendo  ragioui 

-menti  d' Euclide,  26 


clic  (Lib.  I.  Prcip.  XXXIV)  sono  lo  loro   meta,   sono    nuit 

(ass.  7")  équivalent!. 
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golo  contenuto  dagli  cstremi  equello  contenuto  dai  medi,  si 
hanno  due  parallelogrammi  con  un  angolo  eguale  (rctto) 
compreso  fra  lati  inversamente  proporzionali,  equindi  (Lib.  VI, 
Pbop.  XIV)  sono  équivalent!.  Reciprocamente,  se,  dati  quat- 
tro  segmenti,  il  rettangolo  contenuto  dai  due  estremi  è  équi- 
valente a  quello  contenuto  dai  medi,  i  due  rettangoli  che 
hanno  un  angolo  eguale,  perche  retto,  essendo  equivalenti, 
devono  avère  i  lati  dintorno  agli  angoli  eguali  inversainentc 
proporzionali  (Lib.  VI.  Prop.  XIV),  ci  quattro  segmenti,  presi 
neirordine  in  cui  sono  dati,  formano  proporzione. 

Scolio  II.  —  Il  teorema  è  vero  evidentemente  anche  se  ai 
due  rettangoli  si  sostituiscono  due  parallelogrammi,  purchè 
questi  si  costruiscano  cogli  angoli  rispettivamente  eguali. 


PEOPOSIZIONE  XVII 

TEOREMA 

8e  tre  segmenti  sono  continuamente  proporzionali, 
il  rettangolo  contenuto  dagli  estremi  è  équivalente  al 
quadrato  costruito  sopra  il  medio.  Reciprocamente,  se, 
dati  tre  segmenti ,  il  rettangolo  dei  due  estremi  è  équi- 
valente al  quadrato  costruito  sopra  il  medio,  i  tre  seg- 
menti, presi  nelT  ordine  in  cui  sono  dati ,  sono  conti- 
nuamente proporzionali. 

1°  Siano  m,  n,  p  tre  segmenti  tali  che  fra  di 
essi  sussîsta  la  proporzione 


si    vuol    dimostrare  che  il  n 
rettangolo  contenuto  da  m, 

p  è  équivalente  al  quadrato  \ 

costruito  sopra  il  segmento  r 


m 

1 


m    n"     n. 


■I 


*  faccia  il  segmento  r  eguale  ad  n.  Poichè,  per  dato, 

w  ;  n  ;  ;  n  ;  /? , 

e<      juiamo  costruito  r  eguale  ad  n,  abbiamo  pure  che 

w  ;  n  ;  ;  r  •  p . 


r- 
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Scolio.  —  Ahbiamo  dimostrato  (Lib.  III.  Pbop.  XXXV, 
Prop.  XXXVI  e  Cor.)  che:  1°  i  rettangoli  contenuti  dai  due  seg- 
menti  di  ciascuna  di  due  corde  che  si  tagliano  dentro  al  cer- 
cliio  sono  équivalent!  ;  2°  se  dâ  un  punto  esterno  ad  un  cerchio 
si  conducono  una  sécante  terminata  alla  parte  concava  délia 
circonferenza  e  la  tangente  terminata  ad  essa,  il  rettangolo  con- 
tenuto  dair  intera  sécante  e  dalla  parte  esterna  di  essa,  com- 
presa  frail  punto  dato  e  la  parte  convossa  délia  circonferenza, 
è  équivalente  al  quadrato  costruito  sopra  la  tangente;  —  3°  se 
da  un  punto  esterno  ad  un  cerchio  si  conducono  due  secanti 
terminate  alla  parte  concava  délia  circonferenza,  i  rettangoli 
contenuti  da  ciascuna  sécante  e  dalla  sua  parte  esterna  sono 
equivalenti.  Ne  risultano,  corne  conseguenza immediata  perle 
due  proposizioni  precedentemente  dimostrate,  i  seguenti  teo- 
remi  :  1°  I  s eg menti  di  due  corde  che  si  tagliano  dentro  un  cer- 
chio sono  inversamente  proporzionali,  perché  sono  i  lati  dei 
due  rettangoli  contenuti  dai  segmenti  stessi.  -  2°  Se  da  un 
punto  esterno  ad  un  cerchio  si  conducono  una  sécante  termi- 
nata alla  parte  concava  délia  circonferenza  ed  una  tangente 
ad  essa,  la  tangente  è  média  proporzionalefraV  intera  sécante 
e  la  parte  esterna  di  questa.  -3°  Se  da  un  punto  esterno  ad 
un  cerchio  si  conducono  due  secanti  terminate  alla  parte  con- 
cava délia  circonferenza,  le  intere  secanti  sono  inversamente 
proporzionali  aile  loro  parti  esterne. 

Esercizi 

346  Se  da  un  punto  qualunque  dell»  ipotenusa  di  un  triangolo  ret- 
tangolo si'  condnce  ad  essa  la  perpendicolare,  il  rettangolo  délie  distant 
dei  »uo  Piede  dai  punti  nei  quall  incontra  i  due  cateti  è  équivalente  al 
^fctongolo  dei  segmenti  déterminât!  sopra  l'ipotenusa  dalla  perpendxcolare 

347.  Le  dtetame  di  un  punto  qualunque  di  una  diagonale  di  un 
parftUelogramrao  dai  due  lati  adiacenti  sono  inversamente  proporzionali  ri 

^  "348   II  rettangolo  contenuto  da  due  segmenti  parallell  condotti  da 
dne  punU  di  un  diametro  equidistanti  dai  centro   e   tcrminati  alla  ateasa 

circonferensa  ô  oostante. 

349.  Per  un  punto  dato  entro  un  cerchio  comlurre  una  corda,  la  quale 
reati  divisa  da  quel  punto  in  due  parti  che  stiano  fra  loro  corne  due  segmenti 

«  "'1snei  dati.  ,.    ,  -  „„ 

50.  In  un  cerchio  si  conduca  una  corda  C  D  perpendicolare  od  an 

d  0  .IBtperun  punto  Jf  mobile  sopra  CD  si  conduca  una  corda  AM  h  ; 

d  -mre  che  H  rettangolo  contenuto  da  segmenti  AM*  AB  ô  costanto^ 
51    Se  due  secanti  ad  una  circonferenza  sono  divise  da  questa  e 

d  o  punto  d' incontro  in  segmenti  ordinatamento  propomonali,  la  bi- 

B  *  dell'angolo  di  due  segmenti  omologhi  passa  per  il  centro. 


% 
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Da  uno  degli  estremi  del  lato  CD,  omologo  ad  AB 
nei  poligono  CDEFG,  si  conducano  le  diagonali  DF, 
Z>G7  e  sopra  il  lato  AB  nei  punti  A,  B  si  coatruiscano 
(Lib.  I.  Piiop.  XXIII)  gli  angoli  LAB,  LBA  rispetti- 
vamente  eguali  agli  angoli  GCD,  GDC;  sarà  (Lib.  I. 
Prop.  XXXII.  Cor.  1°)  l'angolo  rimanente  ALB  del 
triangolo  LAB  eguale  al  rimanente  angolo  CGD  del 
triangolo  GCD:  dunque  i  due  triangoli  hanno  gli  an- 
goli ri8pettivamente  egaali. 

Nei  pnnti  L  e  B  sopra  la  LB  si  costruiscano  gli 
angoli  KLBy  KBL  eguali   rispettivamente  agli  angoli 


\# 


FGDy  FDG;  per  la  sol  i  ta  ragione  sarà  anche  l 'angolo 
GFD,  egnale  ail 'angolo  LKB.  Oosi  si  continui  la  co- 
struzione,  formando  tanti  triangoli  simili  e  similmente 
posti  a  qaelli  nei  qaali  è  scomposto  dalle  diagonali  il 
poligono  dato.  Il  poligono  otteouto  ABHKL  è  si  mile 
al  poligono  dato  CDEFG  e  similmente  posto. 

Intanto  gli  angoli  dei  due  poligoni  sono  rispettiva- 
mente eguali,  perché  essendo  costruito  l'angolo  ABL 
eguale  all'angolo  CDG7  l'angolo  LBKa\Y*Tigolo  GDF, 
e  1  ~olo  KBH  eguale  all'angolo  FDE,  è  (ass.  2)  tutto 
l'ai  o  ABU  eguale  a  tutto  l'angolo  CDE:  lo  stesso 
val       er  tutti  gli  altri  angoli. 

poichè  nei   triangoli   che  hanno  gli  angoli  ri- 
sp<         *mente   eguali    i    lati   omologhi    sono    propor- 


r 
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eguale  all'angolo  D'y  e  i  lati  dintorno  a  questi  angoli  propor- 
zionali,  cioè  si  abbia: 

AB[A'B"m  \BC\BG\  [  CD]  CD".  \DE\  D'E'\ 

vogliamo  dimostrare  che  i  due  poligoni  sono  simili.  Uniti  i 
vertici  A  e  A'  di  due  angoli,  che  non  sono  fra  quelli  dati  corne 
eguali,  con  tutti  gli  altri  vertici,  è  facile  vedere,  seguendo  lo 
stesso  metodo  tenuto  nel  caso  précédente,  che  i  triangoli 
ABC,  ACD  e  ADE  sono  rispettivamente  simili  ai  triangoli 
A'jB'C,  A'CD*  e  A,D'Ef  e  disposti  nello  stesso  ordine,  e 
quindi  i  due  poligoni  dati,  risultando  costituiti  dcllo  stesso 


numéro  di  triangoli  simili  e  similmente  posti,  sono  simili 
(Lib.  VI.  Prop.  XVIII). 

3°  Siano  i  due  poligoni  ABCDE  e  A'IfC'iyE'  i  quali  ab- 
biano  tutti  gli  angoli  rispettivamente  eguali,  ad  eccezione  di 
EedE1  sui  quali  non  è  fatta  nessuna  ipotosi,  e  di  più  si  abbia: 

AB  ;  A'B  :  :  BC\B'C  \\CD\  CD'  ; 

dobbiamo  dimostrare  che  i  due  poligoni  sono  simili. 

Unendo  A  con  D  e  A'  con  D'  si  hanno  due  poligoni  ABCD 
e  A'B'Ciy  i  quali  hanno  tutti  gli  angoli,  eccetto  duc  conse- 
cutivi,  eguali,  ed  i  lati  dintorno  a  questi  angoli  proporzio- 
nali,  quindi  i  due  poligoni  per  il  2°  caso  sono  simili,  e  per- 
ciô  i  triangoli  ABC,  ACD  e  A'BO%  A'C'D'  nei  quali  si 
possono  scomporre  sono  simili  e  similmente  posti.  Inoltre 
perché  Tangolo  A  è  eguale  all'angolo  A\  per  dato,  ei  due 
angoli  BACy  CAD  sono  rispettivamente  eguali  agli  angoli 
ffA'C  e  C'A'D',  corne  angoli  omologhi  di  triangoli  simili,  è 
anche  Tangolo  DAE  eguale  alFangolo  D'A'E,  e  perché  Tan- 
golo  D  è  eguale  airangolo  D',  per  dato,  e  i  due  angoli  CD  A 
e  (y D'A'  sono'eguali,  corne  angoli  omologhi  di  triangoli  si- 
îûilj,  è  anche  Tangolo  ADE  eguale  all'angolo  A'D'E',  e  quindi 


LIBRO  SB3TO  399 

e  similmenle  posto  descritto  sopra  il  seconda  segmento,  poichè 
dati  i  tre  segraenti  che  soddisfano  alla  proporzione 

BC\  EF\  ;  EF\BG 
abbiamo  veduto  che 

BC'BG'ABC'DEF. 


PROPOSIZIONE  XX 


TEOREMA 

I  poligoni  simili  possono  easere  decomposti  in  uno 
stesso  numéro  di  triangoli  simili  ed  omologhi  ai  poli- 
goni, (cioè  che  stanno  fra  loro  nella  steesa  ragione  di  que- 
sti):  ed  i  poligoni  stanno  fra  loro  nella  ragione  duplicata 
di  due  lati  omologhi. 

Siano  ABCDE,  FGHIK  due  poligoni  simili,  che  ab- 
biano  cioè  l'angolo  A  eguale  all'angolo  F,  l'angolo  ABC 
airangolo  FGH,  l'angolo  BCD  all'angolo  GHI,  ecc,  e 
i  lati  dintorno  a  questi  angoli  proporzionali,  cioè  si 
abbia: 

AE\AB\  ;  FK  :  FG ,  AB  \  BC  ;  :  FG  \  GH ,  ecc. 

1°  Si  vuol  dimostrare  che  i  due  poligoni  si  pos- 
sono decomporre  in  uno  stesso  numéro  di  triangoli 
simili. 

Da  due  vertici 
omologhi  Fy  K  si  con- 
ducano  le  diagonali. 

Poichè  i  due  po- 
ligoni, essendo  simili, 
hanno  lo  stesso  nu- 
méro di  lati,  e  ciascu- 
no    viene    scomposto 

dalle  diagonali  in  tanti  triangoli  quanti  sono  i  lati  meno 
due   in  ciascun  poligono  otterremo  uno  stesso  numéro 

EUmenti  d' Euelide.  27 


sono  (L,iB.  VI.  t*EOP.  VI)  simili.  In  modo    analOj 
dimoatra  la  similitudine  degli  altri  triangoli. 

2°  Si  vuole  ora  dimostrare  che  i  triangoli 
omologlii  ai  poligonï,  cioè  proporzionalî  fra  loro,  e  . 
due  dî  esai  stanno  nella  stassa  ragions  doi  poligonï 

Inf'atti,  i  due  triangoli  A  HE,  FQK,  eaaendo  ta 
atanno  fra  loro  (Lib  VI.  PaOP.  XIX)  nella  raj 
duplicata  dei  lati  omologhi  BE,  GK;  e,  per  la  s 
ragione,  anohe  i  triangoli  aimili  EBO,  KQH  stann 
loro  nella  ragione  duplicata  degti  steasi  lati:  du 
(Lib.  V.  Pbop.  XI  e  I) 

ABE  ;  FQK  ;  ;  EBC  \  KGH; 


o  unie  coppie  Ji  i 


sicsso  numéro  <li  lali  o  C,  c  i  centri  dei  cerchi  inscritli  < 
cir^D.-iu'itli  ai  due  poligoni;  uriendo  C  con  ^eo  con  a  son» 
CA  e  ca  i  rag^i  dei  cerehi  circoscritti;  e  conducendo  CD.  d 
perpendicolari  ad  Ail  ed  a&,  si  h  an  no  i  raggi  dei  ceroti 
iiiKc;riili.  Si  vuol  dimOKlrare  clic  il  perimetro  dei  poligonoebl 
ha  per  lato  Ail  sla  a  quello  dcl  poligono  elle  ha  per  lato  é 
corne  CA  sta  ad  en,  o  coiuc  CD  sta  ad  cd. 


proportion  aie  dopo  AB,   CD,  ed  il  segmenta  fC  ter» 
proporzionale  dopo  EF,  OH:  avremo  che 

An  \  CD;;  CD  ;  I, 
ef :gr;;qh\  k, 
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omologhi  e   cosi  pure  EF,  GH,  e  sussista  la  propor- 
zione 

si  vaol  dimostrare  che  deve  avérai  pore  Paîtra 

AB  \CD\\EF\  GH. 

Si  trovi  il  segmento   RS  (Lib.  VI.  Prop.    XII) 
quarto  proporzionale  dopo  AB,  CD,  EF;  basterà  dî- 


&   c 


mostrare  che  OU  è  eguale  ad  RS.  Sopra  RS,  preso 
corne  lato  omologo  ad  EF,  si  descriva  il  poligooo  Z  si- 
mile  al  poligono  P. 

Poichè  abbiamo  la  proporzione 

AB  :  OD\  :  EF\  RS, 

sarà,  per  la  1*  parte  del  teorema, 

M\N\\P\  X; 

ma,  per  ipotesi,  abbiamo  pure 


M  :  N  ;  :  P  :  Q  ; 


aue  paraueiDgrammi  an,  \^n  bhiuiiv  un  ium  uei» 
ragione  composta  délie  ragioni  dei  lati  BD  e  BE  e  def 
lati  FB  e  B6. 


grauimi  i  lati  olie  comprendono  gli  angoli  eguali  eono 
pi  porzion&li.  Eesendo  gli  angoli  del  triangolo  ÂEK 
ri  lettivaineute  eguali  &  qaelli  del  triangolo  ABC, 
(\  rohè  gli  angoli  AEK,  ABC  sono  eguali,  oome  corri- 
S|  ■ndenti  rispetto  aile  parallèle  EF,  BC  tagliate  dalla 
A    '  e  l'angolo  BA  C  è  comune),  e,  par  la  stessa  ragione 

piemrnti  d'  fhididc.  28 
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in  un  angolo  qualunque  (LiB.  I.  Peop.  XLV)  il  pa- 
rallelogrammo  CE  équivalente  al  poligono  A  ;  e  sopra 
la  retta  DE  in  un  angolo  EDG  eguale  ail' angolo  DCF 
si  oostruisca  (Lis.  I.  Peop.  XLV)  il  parallelogrammo 
DH  eqaivalente  all'altro  poligono  B:  saranno  CD  e  DG 
nonchè  FE  ed  EH  per  diritto  (Lib.  V.  Peop.  XLV). 


Si  trovi  ora  il  segmento  IK  (Lib.  VI.  Peop.  XIII)  me- 
dio  proporzionale  fra  CD  e  DG}  taie  cioè  che  si 
abbia 

CD\1K\;IK\DG, 

e  su  di  esso,  considerato  corne  lato  omologo  a  CD)  si 
oostruisca  il  poligono  L  (Lib.  VI.  Peop.  XVIII)  simile 
al  poligono  A:  si  vuol  dimostrare  che  L  è  équivalente 
all'altro  poligono  B. 

I  Infatti,  essendo  i  tre  segmenti  CD,  IK,  DG  conti- 
nuamente  proporzionali,  (Lib.  VI.  Peop.  XX,  Cor.  2°)  il 

i  primo  segmento  sta  al  terzo  corne  un  poligono  descritto 

j,  8ul  primo  sta  al  poligono  simile  descritto  sul  secondo  : 

!  dnnque 

i  CD  \DG\\A\  L. 

\  Ma,  poichè  i  due  parallelogrammi  CE,  DH  hanno 
la  ôtessa  altezza,  essendo  compresi  fra  le  stesse  parai- 


aeODOno  eaaere  ainiorno  aiia  meaeaima  aiagonom. 

Dal  parallelogrammo  ABCD  sïa  toltb  il  paralleîi 
grammo  AEFG,   siwile  al    parallelogrammo  âato  es 


valante  ad  M. 

At.tr a  TUMOSTRAZiuNE.  —  Poiclift  î  puligoni  simili  sla: 
fra  loro  nella  ragiime  duplicata  del  lati   omologlii  <Lib. 


raggi  1D,  RD,  KH,  LH,  SU,  poichè  gli  ardu  BC, 
CI,  IR  sono  eguali,  bodo  pure  eguali  (Lut.  m. 
Peop.  XXVII)  gli  angoli  al  centro  BDC,  CDI,  1DR 
ch a  insistono  aopra  di  essi;  6  poichè  sono  eguali  gli 
archi  F  G,  GK.  KL,  LS,  sono  pare  eguali  gli  angoli  al 
centro  FHG,  GHK,  HIIL,  IMS  che  iasiatono  90  -a 
questi:  dunque  come  l'arco  BCR  è  moltiplioe  dell't  *o 
H  C,  cosi  l'angolo  BDR  è  moltiplioe  dell'aogolo  BDl  e 
come  l'arco  FGS  è  moltiplice  dell'arco  FG,  cosi  1'  1- 
golo  al  centro  FUS  è  moltiplioe  dell'&ugolo  FHG.  C   », 


pn  .orzione: 
a     o  BMC  ;  arco  FNQ  :  :  selt.  BDCM  ;  tett,  FHGN, 
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Condotte  BC,  CI,  IR  si  insorivano  oei  segment 
BMC,  CM,  IQR  gli  angoli  M,  P,  Q,  che  saranno 
eguali  (Lib.  HL  Pbop.  XXVII),  perché  insiatono  sopr» 
gli  archi  egnaK  BAC,  CAI,  IAR;  dunque  i  segmenta 
BMC,  Cl%  IQR  sono  simili,  ôd  eguali  (Lib.  III.  Pro- 
pos. XXIV),  perche  descrittà  sopra  corde  eguali  BC, 
CI,  IR.  E  poichè  i  triangoli  BDC,  CDI,  IDR  «h» 
eguali  perché  -hanno  i  tre  ltffci  rispettivamente  eguaK, 


F     JV 


aggiungendo  ad  essi  i  tre  segmenti  eguali,  risultano 
eguali  i  settori  BDC  M,  CDIP,  IDRQ;  dunque,  corne 
V  arco  BCR  è  moltiplice  dell'  arco  BC  coai  'il  settore 
BDRM  è  moltiplice  del  settore  BDC  M.  Analogamente 
si  dimostra  che  corne  l'arco  FGS  è  moltiplice  dell'arco 
FNG  cosi  il  settore  FHSN  è  moltiplice  del  settore 
FHGN;  ora,  se  l'arco  BCR  è  eguale  ail'  arco  FGS  il 
settore  BDRM  è  eguale  al  settore  FHSN  (e  ai  dimostn 
corne  abbiamo  fatto  prima  per  i  settori  BDC  Ai,  DIPC 
ecc):  e  perciô,  se  1' arco  BCR  è  maggiore  o  minore 
dell'  arco  FGS,  anche  il  settore  BDRM  è  maggiore 
o  minore  del  settore  FHSN;  dunque,  esbendo  Parce 
BCR  ed  il  settore  BDRM  equimoltiplici  secondo  tm 
certo  numéro  dell'  arco  BMC  e  del  settore  BDCM}  e 
1'  arco  FGS  e  il  settore  FHSN  equimoltiplici  second» 
du  altro  numéro  dell'arco  FG  e  del  settore  FHGN, 
sarà  (n°  92) 

arco  BC  ;  arco  FG  ;  ;  selt.  BDCM  \  setL  FHGN. 


ri,  ^^wjçvt  ç*^*;  «Bf*' 


»  t^  ï%  ar^'  » 


*•] 
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Corollario  I.  —  Risulta  di  qui  che  in  cerchi  eguali,  o 
nello  stesso  cerchio,  i  settori  hanno  fra  loro  la  stessa  ragione 
dei  loro  angoli  al  centro. 

Infatti,  dalle  due  proporzioni  dimostrate  : 

arco  BC  \  arco  FG  \  \  ang.  BDC  \  ang.  FHGy 

arco  BC  [  arco  FG  ;  ;  sett.  BDCM  \  sett.  FHGN, 

che  hanno  una  ragione  eguale,  si  deduce  (Lib.  V.  Prop.  XI)  : 

sett.  BDCM  [sett.  FHGN\  \  ang.  BDC  \  ang.  FHG. 

Corollario  II.  —  Risulta  pure  che  in  un  cerchio  un  an- 
golo  al  centro  sta  a  quattro  angoli  retti  corne  V  arco  sul  quale 
Vangolo  insiste  sta  a  tutta  la  circonferenza.  Infatti,  per  la 
proposizione  dimostrata,  un  angolo  al  centro  sta  air  angolo 
retto,  corne  Y  arco  sopra  cui  l' angolo  insiste  sta  al  quadrante 
sopra  il  quale  insiste  l' angolo  retto:  ma,  essendo  la  circonfe- 
renza il  quadruplo  del  quadrante,  si  ha  (Lib.  V.  Prop.  IV,  Cor.) 
che  Y  angolo  al  centro  sta  a  quattro  angoli  retti  corne  l'arco 
sul  quale  esso  angolo  insiste  sta  al  quadruplo  del  quadrante, 
ossia  a  tutta  la  circonferenza. 


•■  ti 


PROPOSIZIONE   G 


TEOREMA 

Se  in  un  triangolo  si  conduce  la  bisettrice  di  un  angolo, 
il  rettangolo  contenuto  dai  due  lati  che  comprendono  que- 
sV  angolo  è  équivalente  alla  somma  del  rettangolo  contenuto 
dai  due  segmenti  determinati  dalla  bisettrice  sopra  il  lato  op- 
posto  col  quadrato  délia  bisettrice. 

Nel  triangolo  ABC  si  conduca  la  bisettrice  AD  de\Y  an- 
golo A  :  si  vuol  dimostrare  che  il  rettangolo  contenuto  dai  due 
lati  AB,  AC  è  équivalente  alla  som- 
ma del  rettangolo  contenuto  da  BD, 
DC  col  quadrato  costruito  sopra  AD. 

Si  circoscriva  il  cerchio  (Lib.  IV. 
Prop.  V)  al  triangolo  ABC,  si  pro- 
lunghi  la  bisettrice  AD  flno  ad  in- 
contrare  la  circonferenza  nel  punto 
E  e  si  unisca  C  con  E. 

I  due  triangoli  ABD,  AEC  hanno 
gli  angoli  BAD,  EAC  egu&Yi  per  ipo- 

tesi,  e  gli  angoli  ABD,  AEC  eguali  (Lib.  III.  Prop.  XXI)  per- 
ché inscritti  nello  stesso  segmento  di  cerchio  ABC;   perciô 
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y  A8,  AC=rAD,  DE+qAD; 
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PROPOSIZIONE    I 

TEOREMA 

H  rettangôlo  contenuto  dalle  due  diagonali  di  un  quadri- 
latero  convesso  inscritto  in  un  cerchio  è  équivalente  alla  som- 
ma dei  rettangoU  contenuti  dai  loti  opposti. 

Sia  ABCD  un  quadrilatero  inscritto  nel  cerchio  ABC  e 
si  conducano  le  diagonali  ACy  BD:  si  vuol  dimostrare  che 
il  rettangôlo  contenuto  da<AC,  BD  è  équivalente  alla  somma 
dei  rettangoli  contenuti  da  BC%  AD  e  da  AB,  DC. 

Costruiamo  (Lib.  I.  Prop.  XXIII)  nel  punto  B  sopra  la  retti 
BC  Y  angolo  CBE  eguale  all'angolo  ABD;  lu  BE  divide  il  tri- 
angolo  ABC  in  due  triangoli  simili  rispettivamente  a  quelli  nâ 
quali  la  BD  divide  il  quadrilatero.  Infatti,  i  due  triangoli  EBC, 
ABD  hanno  gli  angoli  EBC,  ABD  eguali  per  costrasione  e 

gli  angoli  2*7X4,  BCB  eguali 
^_I*  perché  (Lib.   III.  Prop.   XXI) 

^N.  inscritti  nello  stesso  segmente 

\    \        di  cerchio  BCDA;  perciô  i  ri- 
\     \      manenti  angoli  sono  eguali  e 
\    \     i   due    triangoli    sono    simili 
\  ]    (Lib.  VI.    Prop.  IV);   quindi 

-Ac  si  ha  la  proporzione  fra  i  lati 

V\  /     *  s^ J     omologhi 

\\    /  ^^    /  BD\AD\  \BC\  CE. 

jf~ ^  Parimente  i  due  triangoli 

ABE,  BCD  sono  simili,  per- 
ché, aggiungendo  a  ciascuno  degli  angoli  ABD,  CBE,  eguali 
per  costruzione,  Y  angolo  DBEt  risulta  (ass.  2°)  tutto  i*  an- 
golo ABE  eguale  a  tutto  Y  angolo  DBC>  e  di  più  gli  angoli 
BAE,  BDC  sono  eguali  (Lib.  III.  Prop.  XXI)  per  essere  in- 
scritti nello  stesso  segmento  di  cerchio  BADC;  quindi  i  Uti 
omologhi  dei  due  triangoli  sono  proporzionali,  ed  abbiamo 

bd  ;  dc  :  ;  ba  ;  ae. 

Dalle  due  proporzioni  ottenute  si  ricava  che  il  re.  .ri- 
golo contenuto  dai  segmenti  estremi  deve  essere  equivaler  >  a 
quello  contenuto  dai  medi  (Lib.  VI.  Prop.  XVI),  dunqi  il 
rettangôlo  contenuto  da  BD,  CE  deve  essere  equivalen  :  a 
quello  contenuto  da  AD,  BC;  ed  il  rettangôlo  conter  to 
da  BD,  AE  a  quello  contenuto  da  DC,  BA,  Ne  risulta  ch  la 
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somma  dei  rettangoli  contenuti  da  BD,  CE  e  da  BD,  AE  è 
équivalente  (ass.  S")  alla  somma  dei  rettangoli  contenuti  da 

BC,  AD  e  da  BA,  DC.  Ma,  essendo  il  segmento  AC  diviso  in 
parti  qualunque  nel  punto  £  (Lis.  II.  Prop.  I)  ed  il  segmento 
BD  non  diviso,  la  somma  dei  rettangoli  contenuti  dal  seg- 
mento BD  e  da  ciascuna  parte  AE,  CE  dei  segmento  di- 
viso è  équivalente  al  rettangolo  contenuto  dai  due  segmenti 

BD,  AC;  dunque  it  rettangolo  contenuto  da  BD,  A€è(ajis.  1") 
équivalente  alla  somma  dei  rettangoli  contenuti  da  BC,  AD 
e  da  BA,  DC. 

Sinossi.  —  Si  vuot  dimostrare  che  : 

rBD,AC=rBC,AD-t-rBA,DC. 

Fatta  la  eoiita  costruïione,  e  dimostrata  la  aimilitudino 
dei  due  triangoli  ABD,  CBEedi  ABE,  CBD,  t 
(Lib.  VI.  Prop.  IV)  le  proporzioni  fra  i  lali  omologlii 

bd;ad\;  uc;ce, 

bd  :  do  ;  :  ba  :  ae, 

dalle  quali 
i  rettangoli 

r  BD,  CE  =  rAD,  BC, 
rBD,AE=rDC,AB. 
Sommando,  abbiamo  (ass.  2°) 

rBD,  CB  +  rBD,AE=rAD,BC-t  r  DC,AB\ 
ma,  essendo  AC  diviso  in  parti  nel  punto  E  e  BD  indiviso, 
abbiamo  (Lib.  II.  Prop.  I)  cbe 

rBD,  CE-t-r BD,  AE=r BD,  AC; 

dunque,  sostituendo  nella  relazione  précédente,  otteniamo 

rBD,AC  =  r  AD,  BC-t-rDC.AB. 


d  qudrlUtero  la- 


voit»  in  FC  con  un  resto,  perché  FC  è  diagonale  o  CE  lato 
mezzo  quadrato  CEF.  Siamo  dunque  ricondotti  alla  stessa 
;raziono  di  prima;  e,  riportando  CEsopraFC  avremo  un 
to  06.  Poi  riportando  CG  sopra  CE  vi  aarà,  per  le  solite 
îioni,  contenuto  due  volte  con  un  resto,  ed  6  quindi  ma- 
jsto  che  aell'  operazione  non  ai  puô  mai  pervenire  ad  un 
to  nullo. 


si  prenne  per  uima  ai  misura  v. 

Infatti,  iodicando  con  le  frazioni  -— ed — - — ■  i  numeri 
che  leterminano  la  miuura  di  B  quando  si  prende  per  unità 
di  t   aura  C,  avremo  per  quello  che  abbiamo  detto  (N°  111)  : 

(1)  ~  C^  B  <  ^~-  C; 

ed  i  Jicando  con  — j  e  — —, —  1  numeri  clie  determinano  la 


„  sua  estensione,  ossia  il  rapporte  clic   passa  Ira   la  por- 
ie  U>  piano  occupata  dalla  figura  considerata  e  quel  la  oc- 
■Ua  ila  una  figura  che  si  prende  per  unità. 
i*  imita  di  misura  délie  arce  generalmente  ado  t  ta  ta  è  il 
irato  avente  per  lato  un  sogmento  egualo  ail'  unità  di  lun- 
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PROPOSIZIONE  IX 

TEOREMA 

Il  numéro  che  misura  Varea  di  un  rettangolo  è  il  prodotto 
dei  numeri  che  misurano  la  base  e  V  altezza, 

Sia  R  un  rettangolo  di  base  b  e  altezza  a  e  Q  il  quadrato 
avente  per  lato  l'unita  di  lunghezza  m:  dobbiamo  dimostrare 
che  T  area  del  rettangolo  vien  data  dal  prodotto  dei  numeri 
che  misurano  b  ed  a*  Infatti,  (Lib.  VI.  Prop.  XXIII)  due  ret- 
tangoli  stanno  fra  loro  nella  ragione  composta  dei  lati  fra  cui 
sono  contenu ti,  e  ricordando  che,  per  quello  che  abbiamo  di- 
mostrato  sopra,  se  una  prima  grandezza  ha  ad  una  seconda 
ragione  composta  di  più  altre  ragioni,  il  rapporto  délia  prima 
grandezza  alla  seconda  è  eguale  al  prodotto  dei  rapporti 
corrispondenti  a  tali  ragioni,  avremo: 

R__a  m  j> 
Q      m'  m  ' 


a       b 
Ma  i  rapporti  —  e  —  rappresentano  la  misura  di  a  e  di  & 

quando  si  prende  per  uni  ta  di  misura  délie  'lunghezze  m,  ed 

il  rapporto  q  e  la  misura  di  R  quando  si  prende  per  uni  ta 

di  misura  délie  superficie  Q  :  possiamo  dunque  dire  che  il 
numéro  che  rappresenta  la  misura  deir  area  di  un  rettan- 
golo è  eguale  al  prodotto  dei  numeri  che  esprimono  la  mi- 
sura délia  base  e  deir  altezza. 

Scolio  I.  —  Questo  teorema  si  suole  enunciare  dicendo 
più  speditamente,  ma  con  poca  esattezza  :  V  area  del  rettan- 
golo è  eguale  al  prodotto  délia  base  per  V  altezza. 

Scolio  II.  —  La  base  e  Y  altezza  di  un  rettangolo  si  chia- 
mano  anche  le  sue  dimensioni;  e  spesso  si  chiama  rettan- 
golo di  due  segmenti  il  prodotto  dei  numeri  che  esprimono 
la  loro  misura. 

Cobollario.  —  V  area  del  quadrato  è  misurata  dalla  se- 
conda potenza  del  numéro  che  misura  il  suo  lato,  perché  il 
quadrato  non  è  altro  che  un  rettangolo  in  cui  la  base  e 
T  altezza  sono  eguali. 

Di  qui  T  uso  di  chiamare  quadrato  la  seconda  potenza 
di  un  numéro. 

Scolio  III.  —  Spesso  si  chiama  quadrato  di  un  segmenta 
U  quadrato  del  numéro  che  lo  misura, 
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PROPOSIZIONE   X 


PROBLEMA 


Coslruire  un  rettangolo  équivalente  ad  un  rettangolo  dato 
e  avente  la  base  eguale  ad  un  segmente  dato. 

Sia  FE  il  rettangolo  dato  ed  AB  il  segmento  dato.  Indi- 
cando  con  x  Y  altezza  incognita  del  rettangolo,  si  deve  avère: 

AB .  ocz=DE  .  DF, 

da  cui  si  deduce  la  proporzione  (Lib.  VI.  Prop.  XVI,  2°) 

AB\  DE=zDF\x\ 


E 


ossia  T  altezza  incognita  œ  è  il  segmento  quarto  proporzio- 
nale  dopo  i  tre  segmenti  AB,  ED,  FD.  Basta  dunque  co- 
struire  (Lib.  VI.  Prop.  XII)  il  segmento  AC  in  questo  modo 
per  avère  l' altezza  del  rettangolo  che  ha  per  base  AB  ed 
è  équivalente  al  rettangolo  FE. 


PROPOSIZIONE  XI 


PROBLEMA 


Costruire  un  rettangolo  équivalente  ad  un  quadrato  dato, 
e  taie  che  la  somma  délia  base  e  delV  altezza  sia  eguale  ad 
un  segmento  dato.   . 

Sia  AB  il  segmento  dato  ed  m  il  lato  del  quadrato  dato. 
Sopra  il  segmento  AB,  preso  corne  diametro,  si  descriva  una 
gemicirconferenza,  si  conduca  dal  punto  A  la  perpendicolare 
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PROPOSIZIONE  XV 


TEOREMA 


V  area  di  un  trapezio  è  misurata  dal  prodotto  délia  se- 
misomma  délie  basi  per  V  aliezza, 

Sia  ABCD  il  trapezio  ed  AE  la  sua  altezza:  prolunghiamo 
la  base  DC  di  un  segmento  Ci?  eguale  ad  AB,  ed  uniamo<i 
con  F.  I  triangoli  ABG  e  GCF  sono  eguali,  perché  hanno  il 
lato  AB  eguale  al  lato  CF,  per  costruzione,  r  angolo  BAG 

A 


eguale  all'angolo  GFC,  corne  altérai  interni  rispetto  aile  pa- 
rallèle DjP,  AB  tagliate  dalla  A  F,  e  r  angolo  ABG  eguale 
air  angolo  GCF,  come  altérai  interni  rispetto  aile  stesse  pa- 
rallèle tagliate  dalla  BC;  e  perciô  se  dalla  figura  ABGFD 
si  toglie  prima  il  triangolo  GCF  e  poi  il  triangolo  BAG%  i 
resti,  che  sono  il  trapezio  ABCD  ed  il  triangolo  ADF^  deb- 
bono  essere  equivalenti. 

Ora,    siccome  Y  area  del   triangolo  ADF  è   data  da 

Y  DF  .  AE ,   anche  V  area    del  trapezio  sarà  misurata  da 

questo  numéro.  Ma  DF=DG+CFe  CF  =  AB;  perciô 
DF  =  DC-+-AB,  e  Tarea  del  trapezio  è  misurata  dal  nu- 
méro --    (DC  -h  45)  .  AE. 

Corollario.  —  Se  if  e  G  sono  i  punti  di  mezzo  dei  lati 
AD  e  BC  del  trapezio,  tf  è  anche  il  punto  medio  del  \ë,toAP 
del  triangolo  ADF;  o  quindi  si  ha: 

AD\AF\  \AH\AG, 

perciô  i  due  triangoli  ADF,AHG  sono  simili  (Lie.  VI.  Prof.  Vil 
per  avère  un  angolo  comune  compreso  fra  lati  proporzio- 
nali,  e  perciô  avremo  pure: 

AD\DF\\AH\HG, 
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Corollario.  —  Nel  caso  che  si  tratti  di  un  poligono  rego- 
lare,  esiste  neirinterno  di  esso  il  centro,  che  gode  délia  i 
proprieta  di  essere  egualmente  distante  da  tutti  i  vertici  e  • 
da  tutti  i  lati  del  poligono,  e  perciô  i  triangoli  che  risultano 
congiungendo   quel  punto  coi  vertici  sono  tutti  eguali  ed  I 
hanno  tutti  la  stessa  altezza.  Si  ha  quindi  :  ; 


\ 

\ 
\ 
\ 
\ 


/ 
/ 
/ 
/ 


AOJS=y  AB  . 

OH% 

BOC  =  ^BC  . 

OH, 

COD^^CD  . 

OH, 

E  D 

Sommando  membro  a  membro  si  ottiene  : 

AOB  +  BOC+COD+- =  yab-  OH+^BC.  OH+ 

ossia,  indicando  con  S  Y  area  cercata , 

S  =  ~  (AB  -h  BC  H-  CD  ■+•  ....)  .  OH. 

Ma  AB+-BG+  CZ>-h ....  rappresenta  il  perimetro  JP  del 
poligono,  e  perciô  potremo  anche  scrivere: 

S=yP  .   OH  . 

La  distanza  OH  del  centro  del  poligono  chiamandosl  apo- 
tema,  (da  àso  ,  c  da  Tt-d-rj|j.t  9  porré)  possiamo  dire  che  Vàreu 
di  un  poligono  regolare  è  data  dalla  meta  del  perimetro 
moltiplicato  per  V  apotema. 


PROPOSiZIONE  XVII 

PROBLEMA 

Costruire  un  quadrato  équivalente  ad  un  triangolo  cUito. 

Sia  ABC  il  triangolo  dato  ed  AD  la  sua  altezaa:  la     aa 

superficie  è  data  da  -=-  BC  .  AD ,  e,  se  indichiamo  con  <     il 

r 
lato  del  quadrato  ad  esso  équivalente,  si  deve  avère  : 

x*  =  ±BC.  AD; 


appekdiCe  46? 

ossia  (Lib.  VI.  Prop.  XVII)  : 

-g-  BG  ;  x  =  x  \  AD, 

cioè  il  latQ  del  quadrato  che  si 
deve  costruire  è  la  média  pro- 
porzionale  fra  la  meta  délia  base 
e  l'altezza  del  triangolo,  média 
proporzionale  che  sappiamo  costruire  (Lib.  VI.  Prop.  XIII). 

PROPOSIZIONE   XVIII 

PROBLEMA 

Costruire  un  quadrato  équivalents  ad  un  poligono  dato. 

Poichè  un  parallelogrammo  è  doppio  di  un  triangolo 
che  ha  la  stessa  base  e  la  stessa  altezza,  e  cosi  pure  un  ret- 
tangolo, sarà  facile  costruire  un  quadrato  équivalente  ad  un 
parallelogrammo  o  ad  an  rettangolo  dati  prendendo  la  mé- 
dia proporzionale  délia  loro  base  e  délia  loro  altezza. 

Se  è  dato  un  poligono  qualunque,  si  costruisca  un  ret- 
tangolo équivalente  al  poligono  dato  (Lib.  I.  Prop.  XLV)  : 
poi  si  trovi  il  lato  del  quadrato  équivalente  a  questo  ret- 
tangolo. 

Esereizi 

362.  Trasfbrmare  un  triangolo  in  un  altro  délia  stessa  base  ed 
«Tente  uno  degli  altri  due  lati  eguale  ad  an  segmente  dato. 

363.  Traaformare  nn  triangolo  in  un  altro  équivalente  di  altezza 
data. 

364.  Di  tutti  i  triangoli  deecritti  sopra  la  stessa  base  e  aventi  lo 
stesso  perimetro,  il  più  grande  è  il  triangolo  isosoele. 

365.  Dato  un  triangolo  ABC  ed  un  punto  D  in  AB,  costruire  un 
altro  triangolo  ADE  équivalente  a  quello  dato  ed  avente  a  oomune  con 
esso  l' aogolo  A. 

366.  Di  tutti  i  triangoli  che  hanno  due  lati  rispettivamente  eguall, 
quello  che  ha  la  massima  area  è  quello  in  oui  l' angolo  compreso  fra  tali 
lati  à  retto. 

367.  La  somma  del  due  triangoli  che  si  ottengono  congiungendo  un 
punto  qualunque  preso  nell'  interno  di  un  parallelogrammo  con  gli  estremi 
di  due  lati  opposti  è  équivalente  alla  meta  del  parallelogrammo. 

368.  Se  O  è  un  punto  qualunque  del  piano  di  un  parallelogrammo 
ABCD,  la  somma,  o  la  differenza,  dei  triangoli  ABO,  ADO  è  équivalente  al 
triangolo  AOO. 

369.  Di  tutti  i  triangoli  che  hanno  lo  stesso  angolo  al  vertioe  e  le 
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coi  bâti  passano  per  nno  steaso  pnnto,  quello  ohe  lia  r  area  m4irfm*  è  11 
triangolo  la  oui  base  è  bisecata  dal  pnnto  dato. 

370.  Dividere  un  triangolo  equilatero  in  0  triangoli  équivalent!. 

371.  Divldere  on  triangolo  in  dae  parti  équivalent!  per  mesao  di 
nna  retta  oondotta  da  on  pnnto  dato  aopra  on  lato  del  triangolo. 

•     373.  Dividere  nn  triangolo  in  parti  proponionali  ai  numeri  2,  5,  8, 
11,  per  mezEO  di  rette  oondotte  da  nn  vertioe. 

373.  Dividere  nn  triangolo  in  dne  parti,  ohe  etàano  fra  loro  corne 
2:3,  per  mexeo  di  nna  retta  parallela  ad  nno  dei  lati. 

374.  Dividere  nn  triangolo  in  quattro  parti,  ohe  atiano  ira  loro  corne 
112:3:4,  per  mezzo  di  rette  parallèle  ad  nno  dei  lati. 

375.  Dividere  nn  trapezio  in  due  parti,  che  stiano  fra  loro  oome  le 
bael,  per  mezzo  di  nna  retta  parallela  aile  baai  steaie. 

376.  Dividere  nn  parallelogrammo  in  dne  parti  proporzionali  a  dae 
aegmentl  dati  per  mezzo  di  nna  retta  condotta  da  nn  pnnto  dato  eopra  nno 
dei  lati. 

377.  Trovare  nell'  interno  di  nn  triangolo  nn  pnnto  taie  che  con- 
ginnto  coi  tre  vertdol  il  triangolo  resti  diviso  dalle  oongiungenti  in  tre 
triangoli  proporzionali  a  tre  segment!  o  a  tre  nnmeri  dati. 

378.  Dividere  nn  triangolo  rettangolo  in  dne  parti  equivalentà  per 
mezzo  di  nna  retta  perpendioolare  ail'  ipotennsa. 

379.  L*  areadiun  trapecio  è  egnale  ad  nno  dei  lati  oonoorrenti  mol- 
tiplicato  per  la  semisomma  dalle  perpendioolari  abbanaate  aopra  qnente 
lato  aile  estremita  del  lato  opposto. 

380.  Dividere  nn  triangolo  in  dne  parti  équivalent!  per  meszo  di 
nna  retta  perpendioolare  ad  nno  dei  lati. 

381.  Dividere  nn  triangolo  in  dne  parti  équivalent!  per  measo  di 
nna  retta  parallela  ad  nna  retta  data. 

388.  Dividere  nn  trapezio  in  dne  parti  équivalent*  per  mezao  di  nna 
retta  oondotta  per  nn  pnnto 'dato. 

383.  Dividere  nn  qnadrilatero  in  due  parti  équivalent!,  per  mexco 
dl  nna  retta  oondotta  per  nno  dei  vertdci. 

384.  Conduire  per  dne  pnnti  dati  dne  rette  che  ai  taglino  aopra 
nna  retta  data  e  fonnino  con  un'  altra  retta  parallela  ad  eesa  nn  triangolo 
équivalente  ad  nn  triangolo  dato. 

385.  Trasformare  nn  triangolo  qualunque  in  nn  altro  isosoele  avente 
con  easo  nn  angolo  oomune. 

386.  Trovare  la  condizione  che  deve  essere  aodisfatta  affinchè  nn 
rettangolo  di  area  data  possa  essere  inacritto  in  nn  triangolo  dato. 

387.  Se  nn  qnadrato  è  équivalente  ad  nn  rettangolo,  il  perimcfa» 
del  qnadrato  è  minore  di  qnello  del  rettangolo. 

388.  Trasformare  nn  triangolo  in  nn  triangolo  isoaoele  di  data 
e  di  data  altezza. 

389.  Le  rette  che  uniscono  i  vertici  di  un  triangolo  col  punti 
contro  délie  médiane,  dividono  il  triangolo  in  tre  triangoli  équivales 

390.  Il  parallelogrammo  ottenuto  congiungendo  i  punti  di  z 
dei  lati  consecutivi  di  nn  qnadrilatero  è  meta  del  qnadrilatero. 

391.  I  triangoli  ohe  hanno  per  bas!  i  lati  concorrenti  di  un  fa  i*. 
zîo  e  per  vertice  comune  il  pnnto  di  incontro  délie  diagonali  sono  <  ni* 
valentU 


^ 


r 
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da  oui,  dividendo  (Lib.  V.  Prop.  XVII) 

i>— p\P\  I  OF—OD\  OF; 
ossia,  poichè  OJF—  OD  =  FDy 

P—p  '.  P  ;  \FD\OF, 
e  da  questa  proporzione  si  ricava  che 

Ora  il  perimetro  P  decresce  continuamente  a  misura  che 
si  raddoppia  il  numéro  dei  lati  del  poligono  circoscritto  e  cosl 
pare  decresce  continuamente,  flno  a  diventare  minore  di  qua- 
lunque  lunghezza  assegnabile,  il  segmento  DF,  a  misura  che 
cresce  il  numéro  dei  lati  del  poligono  inscritto,  mentre  il  rag- 
gio  OF  rimane  invariabile;  quindi  la  differenza  <P— p  puô 
divenire  arbitrariamente  piccola.  La  circonferenza  è  dunque 
il  limite  délie  due  série  di  poligoni. 

Indicando  con  S  ed  s  le  aree  dei  poligoni  regolari  dello 
stesso  numéro  di  lati  inscritto  e  circoscritto,  si  ha  (Lib.  VI. 
Prop.  /)). 


S[s=: 

;  OF1  ;  Où*  ; 

e,  dividendo, 

S- 

-5:«=i 

ÔF%  —  0Z)f  ; 

OF9. 

Ma  (Lib.  I. 

Prop. 

XLVII) 

OF2—  OD*z 

=  OA*—ODi. 

=  DA* 

e  perciô: 

S-s[S 

=  ADZ\  OF* 

m 

} 

da  cui  : 

S— s 

S .  AD* 

~~~    OF* 

Ora,  S  decresce  continuamente  a  misura  che  si  raddoppia  il 
numéro  dei  lati  del  poligono  circoscritto,  corne  decresce  con- 
tinuamente Âï>*  a  misura  che  cresce  indeflnitamente  il  nu- 
me  o  dei  lati  dei  poligono  inscritto,  mentre  OF  rimane  co- 
sU  te,  e  quindi  la  differenza  5—5  diviene  minore  di  qualun- 
qu  ^randezza  assegnabile.  E  siccome  S  è  sempre  maggiore  ed 
s  s  âpre  minore  del  cerchio,  possiamo  dire  che  il  cerchio  è 
il  mite  délie  aree  délie  due  série  di  poligoni  quando  il  nu- 
mc      dei  loro  lati  cresce  indeflnitamente. 


1 
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Scolio.  —  Possiamo  dunque  deflnire  per  lunghezza  délia 
circonferenza  il  limite  verso  cui  tende  il  perimetro  di  un  po- 
ligono  regolare  inscritto  o  circoscritto  in  essa  quando  si  rad- 
doppia  indeflnitamente  il  numéro  dei  loti,  e  per  area  del  cer- 
chio  il  limite  verso  cui  tende  Varea  di  un  poUçono  regolare 
inscritto  o  circoscritto  in  esso  quando  si  raddoppia  indéfini- 
tamente  il  numéro  dei  lati. 


PROPOSIZIONE  XXI 


TEOREMA 


Le  circonférence  stanno  fra  loro  corne  i  raggi  ed  i  cerchi 
corne  i  quadrati  dei  raggi» 

1°  Siano  Ce  C  le  lunghezze  di  due  circonferenze  di 
raggi  II  ed  R'  e  P,  P*  i  perimetri  di  due  poligoni  regolari 
dello  stesso  numéro  di  lati  inscritti  nelle  due  circonferenze: 
avremo  (Lib.  VI.  Prop.  /)): 

P*~~R'  ' 

Questi  due  rapporti  rimangono  egnali  anche  fcoendo  cre- 
scere  indeflnitamente  il  numéro  dei  lati  dei  poligoni  Pe  i*, 
e  quindi  saranno  eguali  anche  quelli  che  si  ottengono  so- 
stituendo  aPeP'i  loro  limiti,  cioè  le  circonferenze  Ce  O: 
potremo  dunque  scrivere: 

0~~  R'  * 

2°  Indicando  con  S  e  S'  le  aree  dei  due  poligoni  rego- 
lari dello  stesso  numéro  di  lati  si  ha  (Lib.  VI.  Prop.  Z>): 

Questi  rapporti  si  mantengono  sempre  eguali  qualunque  sia 
il  numéro  dei  lati  dei  poligoni,  e  quindi  anche  quando  il 
numéro  dei  lati  stessi  sarà  divenuto  tanto  grande  che 
T  area  dei  poligoni  differisca  da  quella  dei  cerchi  di  un* 
quantità  piccola  a  piacere.  Indicando  dunque  con  -4  ed  l' i 
limiti  délie  aree  dei  due  poligoni,  ossia  le  aree  dei  cercl"  nçi 
quali  sono  inscritti  i  poligoni,  potremo  scrivere  : 

J±  _R* 
4' ""/F1" 


m  — 

C=2*  .  «, 
f.he,  mdicnndo  2  R  cioè  il  diamatro,  con  D, 
C  =  kD, 
JStmtMi  d' Btwtidt. 


Poichè  la  cireonferenza  è  1"  arco  sopra  cal  insiste 
golo  eguale  a  4  angoli  retti,  o  si  sa  che  gli  archi  star 


e  perciô,  aostltuendo, 


PROPOSIZIONE   XXVI 


PROBLEMA 


Calcolare  Vareadel  settore  in  funtione  delta  lunghest 
dell'arco,  o  deli' ampietia,  e  del  raggio. 

Indfcando  con  S  l'area  del  settorc  ABC,  con  A  V  &r* 
del  cerchio  a  cui  11  settore  appartiens,  avremo,  poichj>  - 1  ce 
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chio  puô  considerarsi  corne  il  settore  che  ha  per  arco  la  cir- 
conferenza,  e  i  settori  stanno  fra  loro  came  gli  archi  (Lib.  VI, 
Prop.  XXXI)  : 

S  ;  A  ;  ;  arco  AMB  \  G  ; 

e,  moltiplicando  gli  ultimi  due  termini  per  -ç-  , 
S'.  Al  [arco  AMB  .  -~  [C  .  *  ; 
e  poîchè   C  .  y  =4,  (App.  Prop.  XXV) 

S=  arco  AMB  .  -3-  • 

Indicando  oon    l   la  lunghezza   dell'arco   AMB,   si   ha 
dunque: 

S—l    — • 

e  ricordando  che,  se  n  è  il 
numéro  dei  gradi  che  esprime 
r  ampiezza  deir  arco  di  lun- 
ghezza /,  si  ha  (App.  Prop. 
XXIII). 


1  = 


Ï8Ô 


sostituendo  questo  valore  nella 
relazione  précédente,  si  ottiene  : 

180         '   2  ~        360        ' 

Allô  stesso  risultato  si  poteva  giungere  osservando  che,  es- 
«endo  nR*  V  area  del  cerchio,  V  area  del  settore  di  1°  è 
*  .   R1  .  .  ..     ^  .    ir  .  R* .  n 


— ogQ~i  e  quindi  T  area  del  settore  di  n°  è 


360 


Esercizi 


405.  Calcolare  l 'ampiezza  di  on  arco  aven  te  una  langhezza  egnale 
kl  raggio. 

406.  Sapendo  che  la  corda  di  an  arco  ba  la  langhezza  di  10om,  25, 
*  che  T  ampiezza  delP  aroo  è  di  72°,  caloolare  l'area  del  aegtnento  cir- 
eolare. 

407.  Contraire  un  cerchio  che  sia  tripio  di  on  cerchio  dato. 


t 
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408.  8e  sopra  l' ipotenuaa  di  on  triangolo  rettangolo,  corne  dJaa*- 
tro,  si  descrive  une  sexnicirconferensa  dalla  parte  del  triangolo,  e  soçra  ; 
cateti,  oome  diametri,  si  desorivono  pore  due  semicirconferenze,  foori 
del  triangolo,  la  somma  délie  aree  dello  porzioni  di  eemieerchio  compte» 
ira  qaeste  clrconferenze  e  la  circonferenza  desoritta  sopra  1'  ipotenm  è 
egaale  all'area  del  triangolo. 

409.  Dividere  nu  oerchio  in  tre  parti  équivalent!  per  tnesso  di  eu  \ 
clrconferenze  tangent!  in  ttno  steeao  punto  alla  circonferenza  date. 

410.  Dimostrare  ohe  in  due  oerchi  diseguali  due  angoll  al  cent» 
ohe  intercettano  archi  di  egaale  lunghezza  aono  inveraamente  proponio- 
nali  ai  raggi. 

411.  Dividere  an  settore  in  due  parti  équivalent!  per  mezxo  di  sa 
areo  ooncentrico  a  quello  del  settore. 

413.  Trovare  le  relazioni  ehe  sossistono  fra  Taltezza  del  triangolo 
eqnilatero  oircoaoritto  ed  il  raggio  del  oerchio. 

413.  Dimostrare  che  l'area  àeU'esagono  regolare  circoscriUo  èi- 

3 

di  qnella  deU'esagono  regolare  inscritto  nello  stesao  oerchio. 

•414.  Inscrivere  in  nn  oerchio  dato  on  rettangolo  équivalente  nd  an 
poligono  dato. 

415.  Dimostrare  che  l'area  delT  ottagono  inscritto  in  un  cerchio  è 
egaale  a  qaella  del  rettangolo  oontennto  dai  lati  dei  qoadrati  inscritto  s 
circoscritto. 

416.  Dimostrare  ohe  le  aree  dei  triangoli  inaeritti  nella  stessa  dr- 
oonferenza  sono  proporzionali  ai  prodotti  dei  loro  lati. 

417.  La  superficie  compresa  fra  due  oerohi  conoentrid  è  eqoin- 
lente  a  qnella  di  an  cerchio  che  ha  per  diametro  nna  corda  del  oerchi» 
esterno  tangente  al  oerchio  interne. 

418.  Il  cerchio  descritto  sopra  1'  ipotennsa  di  on  triangolo  rettan- 
golo, preso  corne  diametro,  ô  équivalente  alla  somma  dei  oerchi  descriai 
sopra  i  due  cateti. 


Ricerca  del  valore  approssimativo 
del  rapporto  délia  clrconferenza  al  diametro. 

114.  Le  due  formole: 

C=2nR       ,        A  =  «tK*, 
dalle  quali  si  ricava  : 

G  A 


ff  =^-=:  ,  -X 


2R         '         H""~H*f  ' 

i 

conducono  a  quattro  mctodi  per  la  risoluzione  del  prc   lem* 
di  determinare  con  una  ccrta  approssimazione  il  valor    di  s, 


"V 


! 


r* 
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Ceono  sopra  l' applioazione  dell'Algebra 

alla  Geometria. 

115.  QualuTlque  questione  di  Geometria,  nella  quale  si 
considerino  grandezze  che  possono  essere  rappresentate  da 
numeri,  si  puô  trattare  per  mezzo  dell'Algebra.  Se  poi  ta- 
lune  délie  grandezze  considerate  sono  date  per  mezzo  délia 
loro  misura,  V  applioazione  dell'Algebra  è  necessaria  per  ri- 
sol  vere  la  question^  ^  qui  quelle  grandezze  si  riferiscono.  In 
tal  caso  le  relazioni  gebmetriche  servono  a  stabilire  délie 
relazioni  fra  i  dati  del  problema  e  le  incognite,  e  permettono 
di  avère  una  o  più  equazioni  che  risolute  danno  i  valori 
cercati. 

In  questo  brève  cenno  non  ci  oocuperemo  di  taie  caso,  che 
del  resto  implicitamente  abbiamo  già  trattato  tutte  le  volte 
che  per  mezzo  di  una  formola  abbiamo  espresse  le  pro- 
prietà  délie  figure,  o  le  relazioni  metriche  fra  i  loro  élé- 
ment! ;  ma  considereremo  piuttosto  quello  nel  quale  T  appli- 
oazione dell'Algebra  è  fatta  allô  scopo  di  rendere  più  semplice 
una  dimostrazione. 

Sia  che  si  tratti  délia  risoluzione  di  un  problema,  sia  che 
si  tratti  délia  dimostrazione  di  un  teorema,  si  indicano  sem- 
pre  le  grandezze  considerate  per  mezzo  di  lettere,  le  quali 
rappresentano  i  valori  dati  o  quelli  incogniti,  e  si  cerca  di 
esprimere  con  una  relazione  algebrica  le  proprietà  che  le- 
gano  le  grandezze  date  e  quelle  incognite. 

Alcuni  esempi  servi ranno  meglio  di  qualsiasi  spiega- 
zione  a  farsi  un'  idea  chiara  délia  cosa. 

116.  Teorema  I.  —  In  un  triangolo  rettangolo  il  quadrato 
costruito  sopra  Vipotenusa  è  équivalente  alla  somma  dei  qua- 
drati  costruiti  sopra  i  due  cateti. 

Siano  a,  6,  c  i  valori  deir  ipotenusa  e  dei  cateti  di  un 
triangolo  rettangolo  e  p,  q  i  valori  délie  proiezioni  di  essi 
sopra  T ipotenusa:  applicando  il  teorema  che  dice  che  un 
cateto  di  un  triangolo  rettangolo  è  medio  proporzionale  fra 
1  otenusa  e  la  sua  proiezione  sopra  l' ipotenusa  (Lib.  VI. 
]      *>.  VIII,  Cor.  2  ')  potremo  scrivere  : 

a\b  =  b:p,       a\c  —  c\q; 
t        ni  : 

b2  =  a  .  p  ,        à*  =  aq. 
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440.  Inacrivere  in  un  cerchio  on  rettangolo  équivalente  ad  on  qoa- 
drato  dato. 

441.  Coatmire  nn  trapesio  isoacele  data  la  aoa  area,  la  lunghezo 
dei  lati  egnali  e  la  somma  délie  baai. 

443.  Costrnire  an  triangolo  conoacendo  la  ana  area,  la  base  ed  II 
raggio  dol  cerchio  circoacritto. 

443.  Date  dne  rette  parallèle  e  due  punti,  oondorre  per  queati  due 
rette  che  a'incontrlno  Bopra  ona  délie  parallèle,  e  formino  con  l'altra  on 
triangolo  équivalente  ad  on  qoadrato  dato. 

444.  Caloolare  l'area  di  un  triangolo  rettangolo  data  l'ipotenosa  ed 
il  semiperimetro. 

445.  Tre  lati  di  nn  qnadrilatero  inaoritto  h  an  no  riRpettàvamente  le 
limghez/.e  di  4,  6,  8  raetri  e  nna  délie  diagonali  di  7  metri  ;  caloolare  il 
raggio  del  cerchio,  l'area  del  qnadrilatero  e  l'altra  diagonale. 

.  446.  Da  nn  punto  aitnato  fuori  di  nn  cerchio  oondarre  ana  sécante 
taie  che  il  rapporte»  délia  parte  esterna  a  quella  intercetta  dalla  circonfe- 

renza  aia   — • 
n 

447.  Costrnire  nn  triangolo  rettangolo  conoacendo  le  somme  del- 
l'ipotennaa  e  di  ciascnn  cateto. 

448.  Coetruire  an  triangolo  eqnilatero  équivalente  ad  an  qoa- 
drato dato. 

44G.  Trovare  an  eegraento  taie  che  diviso  in  média  ed  eatrana  ra- 
giono,  il  segmento  maggiore  aia  egnale  ad  nn  aegraento  dato. 

450.  In  nn  cerchio  descrivere  nn  cerchio  concentrico  in  modo  che 
l'anello  ottennto  aia  modio  proporzionalc  fra  î  dae  cerchi. 

451.  In  nn  cerchio  descrivore  nn  cerchio  oonoentrico  che  aia  medio 
proporzionalo  fra  il  cerchio  dato  e  l'anello  compreeo  fra  le  dae  ciroon- 
ferenze. 


■ 
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J 
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st'  angolo  deve  essere  maggiore  di  AF  (Lib.  I.  Pro- 
pos. XIX). 

Corollario  —  Se  da  un  pimto  preso  fuori  di  un  piano  si 
conduce  la  perpendicolare  a  quante  si  vogliano  oblique  eguali, 
i  loro  punti  d'  incontro  sono  sopra  una  circonferenza  che  ha 
per  centro  il  piede  délia  perpendicolare.  Se  AB  è  la  perpen- 
dicolare abbassata  dal  punto  A  sopra  il  piano  A/*V,  e  AC, 
JZ),  AF..1.  differenti  oblique  eguali  condotte  dallo  stesso 
punto,  i  loro  purçti  di  incontro  C,  Z>,  F,...  col  piano  sono 
egualmente  distanti  dal  piede  B  deila  perpendicolare  e  per- 
ciô  si  trovano  sopra  una  circonferenza  che  ha  per  centro  que- 
sto  punto. 

Scolio.  —  Poichè  la  perpendicolare  abbassata  da  un  punto 
sopra  un  piano  è  il  più  corto  fra  tutti  i  segmenti  comprôsi 
fra  quel  punto  ed  il  piano,  questo  segmento  rappresenta  la 
dislanza  del  punto  dal  piano. 


PROPOSIZIONE  XII 


ÏEOREMA 

Il  luogo  dei  punti  dello  spazio  equidistanti  dagli 
estremi  di  un  segmento  è  il  piano  perpendicolare  al 
segmento  nel  suo  punto  medio. 

Sia  BC  il  segmento  dato  ed  MN  il  piano  perpen- 
dicolare ad  esso  nel  suo  punto  di  mezzo  A  :  dobbiamo 
dimostrare  che  tutti  i  punti 
del  piano  MN  sono  egualmente 
distanti  dagli  estremi  B  e  C 
del  segmento,  e  che  tutti  i 
punti  situati  fuori  di  questo 
piano  sono  disegualmente  di- 
si  iti  dagli  estremi  stessi.  Sia 
D  n  punto  qualunque  del  piano 
M  r,  BD  e  CD  le  congiungenti 
qc  ïto  punto  con  gli  estremi  B 
é  "*  del  segmento,  e  AD  la  congiuugente  il  punto 
si     40  col  punto  di  mezzo  A  del  segmento:  la  ret.ta 

Elenwnti  d'  Euclirte.  M 


Se  due  piani  aono  paralleli,  ogni  retta  porpend" 
lare  ad  uno  di  esai  à  perpcndicolare  anche  all'altrc 

Siano  LM  e  HK  due  piani  parallelï  eà  AB 
retta  perpendicolare  al  piano  HK:  dobbiamo  dimoeti 
cne  essa  è  perpendicolare  anche  al  piano  LM. 


(Lib.  VII.  Pbop.  XIX);  par  la  stossa  ragione  le 


Sia  ÂB  la  retta  data  ed  MN  il  piano  dato.  DM  . 
to  A  si  conduea  la  perpendicolare  AC al  piano  MN' 


ij  11-  —  La  proicziunc  Ji  1 


idocono  Jb  petpuntiu 
489.  Truvure  il 


m 


Peop.  XXXIV,    Cor.    2°)   e   quindî    b  perpendico 


ono  atliacenli. 

I  piani  délie  facec  di  un  angnio  solidn  eonvesso  divi- 
o  lo  spazio  in  duo  re^ioni  illimilate,  in  uni  délie  (jiiali 
•ovano  i  prolunga menti  di  lutte  le  coslole  al  di  là  ilcl 
.ice  :  i  punti  situati  in  questa  re^ione  *i  iTicono  csteiiti 
angolo  solido  e  qtielii  situati  neU'altra  îttleini. 


■;/ 


134.  Se  due  angoli  tncilri  sono  tau  clie  le  racce  OOil' 
ino  i  supplementi  dclle  sezioni  aormali  dei  diedri  del! 
o  si  dicono  supplemimturi. 


il  vertice  in  0.  Quindi  la  somma  di   tutti  gli    ang. 
aile  basi  dei  triangoli  che  hanno  il  vertice  in  S  è  ma 


e  trovandoai  dalla  parte  di  questo  piano  nolia  qa 
si  trova  80,  l'angolo  CSC  è  acuto;  e  poiehè  SC 
perpendicolare  alla  faccia  A' SB'  e  forma  con  SC 


2  retti  -  A  ,  2  relti  -B,2  retti  -  C  ; 


angolo    diedro   egaale,   perché   alloi-a    queato    caso 
egoaglianza  sarà  ridotto  al  primo, 


giore  délia  somma  dogli  altri  due.  Quanta  coadiz: 
sono  necessarie  per  cio  che  abbiamo  dimostrato  (1 
VII.  Pbop.  XLII),  ed  è    facile  vedere  che  aono  b 


condo  un  poligono  convesso,  perché  nuesto  poligono  è  tutto 
dalla  stessa  parte  délie  rette  ehe  lo  formano. 

La  superficie  di  un  poliodro  convesso  divùle  \o  spazio  in 
e  parti,  una  limit&ta  e  l' altra  illimitata.  1  punti  délia  prima 
iicono  interni  e  quolli  délia  seconda  estertti  al  poliedro. 

186.  Fra  i  poliedri  si  dicono  regolari  quelli  le  facce  dci 
il:  sono  poligoni  regolari  eguali  e  gli  angoli  solidi  sono 
lali.  Esiatono  solo  oinque  poliedri  regolari  o  cioè:  il  te- 


i  direnione  o,  per  la  stessa  ragione,  sono  eguali  gli  « 


cadra  in  L.  Ciô  poato,  la costola  Cil',  che  è  parallela  dd 
eguale  a  B'C,  coïncidera  cou  la  costola  CH,  la  D'JC 
con  la  ZJÀT,  e  i  due  prismî  coincideranno  in  tutte  i 
loro  parti. 

Cohom.ario.  —  Due  prismi  relli  sono  eguali  quai  a 
hanno  eguali  le  ban  e  le  altesse.  Infatli,  due  prismi  retti  c  e 
hanno  basi  eguali  hanno  gli  angoli  triedri  due  a  due  ogu    i 


HGDE,  prolungando  le  costtole  HG,  HD,  HE  al  di  là  d 
vertice  //,  i  due  triedri  HQ'rfE  e  BAFG  hanno  le  c 
stole  parallèle  due  a  due  e  dirette  nello  steaso  ver? 
e  perciù  le  loro  facce  riaultauo  sguali  e  disposte  nel 
stesso  ordine:  i  due  triedri  sono  quindi  eguali  (Lis. VI. 


isiderate,  devono  paasare  par  il  panto  d'iocontro 
Ile  prime  eâ  easere  divise  da  quel  punto  per  meta. 

Cohollario. —  Se  11  parai  le  1  e  pipe  il  o  è  rcttangolo,  i  due 
adrilateri  A.ÇGE,  HDIIF  sona  rettangoli  ejjuali,  e  aiecome 
îiagonali  di  un  rcttangolo  sono  eguali  (Lib.  I.  Prop.  M), 


rs 


h 
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589.  Due  parallelepipedi  sono  egoali  qaando  hanno  un  angolo  die» 
dro  eguale  compreso  tra  facce  rispettivamento  egoali  e  digposte  nello  steeso 
ordine. 

530.  Se  per  il  paato  d'  incoufcro  délie  diagonal!  di  au  cabo  ai  ©oo- 
duce  an  piano  perpendicolare  ad  ana  délie  diagonal!,  1'  intersezione  di 
qaesto  piano  con  le  sei  facoe  del  cabo  è  un  enagono  regolare. 

531.  La  somma  délie  distance  dei  verticl  di  on  parallelepipedo  da 
an  piano  esteruo  ad  esso  è  eguale  ad  ofcto  volte  la  diatanza  del  oemtro  del 
parallelepipedo  dallo  stesao  piano. 

533.  La  somma  dei  qaadrati  délie  distanze  di  on  ponto  qaalnnqoe 
dai  vertici  di  an  parallelepido  è  eguale  alla  somma  di  otto  volte  il  qna- 
drato  délia  distanza  di  questo  punto  dal  centro  del  parallelepipedo,  colla 
somma  de!  qaadrati  délie  distanze  d!  questo  centro  dai  verticl. 


PROPOSIZIONE  IX* 

TEOREMA 

Due  parallelepipedi  che  hanno  una  base  comuxxe  e 
le  basi  superiori  comprese  fra  le  stesse  parallèle  sono 
équivalent!. 

Siano  AG,  AL  due  parallelepipedi  che  hanno  la 
stessa  base  inferiore  ABCD  e  le  basi  superiori  EFGU, 
IKL M  comprese  ira  le  medesiine  parallèle:  dobbiamo 
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dimostrare  che  i  due  parallelepipedi  sono  équivalent!. 
I  due  prismi  triangolari   AEIMHD,    BFKLGC  sono 
eguali  :  infatti,  i  parallelogrammi  DE,  CF  sono  eguali 
corne  facce  opposte  del  parallelepipedo  AG  (LiB.  VI" 
Prop.  III)  i  parallelogrammi  A  M,  BL  sono  eguali  coi 
facce  opposte  del  parallelepipedo  AL,  e  i  due  triangi 
AEIj  BFKaono  eguali  perché  hanno  il  lato  AE  egua 
al  lato  BF}  il  lato  AI  eguale  al  lato  BK,  corne  la 


f% 


AK;  poi  per  i  punti  M,  Nai  condacano  tanti  piani  pa- 

ralloli  ad  A/Kl),  i  qaali  inconlreraQDO  i  proluugaroftnti 
délie  altre  costole  del  parallelepipedo  parallèle  ad  K 
e  rleterminoraono  i  parallelepipedi  Kl',  MQ,  amtx.  te 
eguali  al  parallèle  pi  pedo  daté  KC  (Lis.  VIII.  Pboi  I. 
Cor.).  Avremo  eoal  il  parallelepipedo  NO  moltipliee  il 
parallelepipedo  KO  corne  la  sua  alteaza  NA   è  m     i- 


V  =  (ABC+ACD  +  ÀDE).  h. 

Ma  ABC  +  ACD  ■+■  ADE  non  è  altro  cho  la  bs 
ABC'DE  del  prisma  date,  «  qaindi,  indicandola  con 
otteniaino 

V=B,H, 

Corollario.  —  Due  prismi  che  halino  la  stessa  base  stan 
fra  toro  conte  le  alte;ze,  e  due  prismi  che  kanna  la   si" 
aliéna  stannti  fra  loro  corne  le  basi.  Indicando  con    V  < 
i  vol  u  mi  di  duo  priisnii  di   base  B  e  di  allezze  H,  H',  ■ 
infatti 

V  =  B.H     ,       V  =  B  .&; 
quindi,  facendo  il  rapporto  (Va  due  merobri  di  questa  ■     ia 


di  base  inferiore  :  la  dislanza  fra  le  due  basi  è  l' alteisr  ■ 


ABCyiAx,  si  avrebbe 

ABCX  ^î/>  ABCX  **, 


ABC;  AGC]  \AGC\DEF. 

La  baae  AGC  délia  terisa  piramide  è   dunqiw  msd 

proporEionale  fra   le  due  basi  del  tronco  di  piramid 

Consideriamo   ora   il   oaso   in   cui   si   tratti   di   r 


il  pnnto  E  corne  vertice,  è  équivalente  alla  piranr 
BACD  che  ha  pare  per  base  ADC  ma  per  vertice 
giacchè  le  due  piramidi  haaoo  la  steesa  liase  e  la  ste: 


tutti  isoaceli  ed  eguali  fra  loro.  Questi  trtangoli  har 


Inf&tti,  chiamando  F,  F",  F"  ....  le  facce  del  primo  j 
iiedro  ed  f,  f,  f"  ....  le  facce  oraologhe  del  seconde  A  ed 
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Le  sezioni  fatte  con  piani  perpondicoiari  all'asse  di  una 

superficie  di  rivoluzione,  come  MNK%  BPS,  si  chiamano  pa- 

rcdleli  délia  superficie,  mentre  si  chiamano  nieridiani  quelle 

latte  con  piani  che  passano  per  V  asse,  come  MB,  -YP,  KS. 

Tutti  i  meridiani  sono  eguaîi,  mentre  i 

parai leli  non  lo  sono  altro  che  in  casi 

particolari. 

150.  Quando  si  taglia  una  superficie 

cilindrica  di  rivoluzione  con   due  piani 

perpendicoiari  air  asse  si  ottiene  il  et- 

lindro  circolare  retto,  il  quale  puô  quindi 

considerarsi  come  generato  dal   rettan- 

golo  ABCD  che  ruota 
attorno  al  lato  CD, 
Analogamente, 
quando  si  taglia  una 
superficie  conica  di 
rivoluzione  con  un 
piano  perpendicola- 
re  al  Passe,  si  ottiene  il  cono  circolare 
retto,  il  quale  puô  quindi  considerarsi 
come  generato  dal  triangolo  rettangolo 
ABC  che  ruota  attorno  al  lato  AC  del- 
l'angolo  retto  A  CB.  1/  ipotenusa  AB  è 
Yapotema  del  cono. 

161.  Dalla  deflnizione  data  (n°  148)  si  deduce  che  la  super- 
ficie sferica  è  il  luogo  dei  punti  dello  spazio  che  hanno  una 
stessa  distanza  da  un  punto  0:  taie  punto  si  chiauia  cetitro.  La 
porziono  di  spazio  racchiusa  da  que- 
sta  superficie  si  chiama  s  fera  (occupa, 
corpo  rotondo,  globo).  La  distanza  di 
un  punto  qualunque  délia  superficie 
sforica  dal  centro  si  chiama  raggio. 
Ed  è  chiaro  che  tutti  i  raggi  sono 
eguali. 

Ogni  segmento  di  retta  che,  come 
PQ,  passa  per  il  centro  e  termina  a 

due  punti  délia  siéra  si  chiama  dianietro.  Tutti  i  diameiri 
sono  eguali  fra  loro  perché  doppi  dei  raggi. 

162.  I  punti  dello  spazio  si  possono  distinguere  ris<. 
alla  sfera  in  tre  catégorie  :  quelli  che  hanno  dal  centro 
distanza  minore  del  raggio  sono  neir  interno  délia  sf 
quelli  che  hanno  dal  centro  una  distanza  eguale  al  ra, 
sono  sulla  superficie  délia  sfera  e  quelli  che  hanno  dal  cei 
una  distanza  maggiore  del  raggio  sono  all'esterno  dolla  si 
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parti  eguali,  perché  la  loro  intersezione,  passa ndo  per  il 
centro,  è  un  diametro. 

Corollario  II.  —  Per  due  punti  délia  superficie  di  una 
s  fera  si  pub  sempre  far  passare  uiui  circonferenza  di  cerchio 
massimo,  perché  i  due  punti  dati  ed  il  centro  délia  sfera  dé- 
terminant) un  piano  il  quale  taglia  la  sfera  secondo  un  cer- 
chio massimo. 

Corollario  III.  —  Qualunque 
cerchio  massimo  divide  la  sfera  e 
la  sua  superficie  in  due  parti 
eguali.  Se  ABDE  è  un  cerchio  mas- 
simo, facendo  ruotare  Temisfero 
inferiore  ABDEN  intorno  al  dia- 
metro BE,  flno  a  che  esso  venga 
al  disopra  del  piano  ABD  e  che  il 
semicerchio  BDE  venga  a  coinci- 

dere  col  semicerchio  BAE  ed  il  semicerchio  BAE  col  semicer- 
chio BDE,  i  due  emisferi  debbono  coincidere,  altrimenti  sopra 
la  superficie  délia  sfera  vi  sarebbero  doi  punti  disegualmente 
dis  tan  ti  dal  centro. 


PEOPOSIZIONE  II 


TEOBEMA 


In  una  atessa  sfera,  o  in  sfere  eguali,  due  cerchi 
minori  eguali  sono  egualmente  distanti  dal  centro;  e 
di  due  cerchi  minori  diseguali  il  maggiore  è  il  più  vi- 
cino  al  centro. 

Abbiasi  la  sfera  di  centro  C  ed   i   cerchi   minori 
eguali  di  centri  F,  G;  condacendo  CF  e  CG  perpen- 

dicolari  ai  piani  dei  due  cer- 
chi, si  vuol  dimostrare  che  CF 
è  eguale  a  CG. 

Infatti  il  piano  che  passa 
per  i  punti  C,  jP,  G  inc  *a 
la  sfera  secondo  il  cerchic  s- 
simo  ABED  e  i  due  cercl  i- 
nori  secondo  i  loro  diai.  ri 
ABj  DE:  ora  le  distanze  CF ,  CG  sono  eguali  •     la 


-% 


zione;  e  Biooome  in  questo  movimento  it  segmente 
non  oambia  di  gr&ndezsa  e  reata  coetantem ente  perp 
dicolare  ad  00',  V  interaezione  délie  due  afere  è  i 
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l'altezza  del  cilindro  non  è  altro  che  la  porzione  di  asse 
compresa  fra  le  basi  del  tronco,  cosi  la  superficie  laté- 
rale del  tronco  di  cilindro  è  data  dal  prodotto  del  pe- 
rimetro  délia  base  per  la  porzione  di  asse  compreso  fra 
le  basi,  ed  il  volume  del  tronco  è  dato  dal  prodotto 
delFarea  délia  base  per  lo  stesso  segmenta. 

Indicando  dunque  con  S  la  superficie  latérale,  con 
V  il  volume,  con  R  il  raggio  del  tronco  e  con  A  la 
porzione  di  asse  interoetta  fra  le  due  basi  si  ha: 

S  =  %*R.A    ,     V=*R*.A. 
Esercizi 

698.  Conduire  un  piano  parallelo  alla  base  di  on  cilindro  ciroolare 
retto  in  modo  che  divida  la  superficie  latérale  del  cilindro  in  due  parti 
tali  che  la  base  del  cilindro  ai»  média  proporsionale  tra  di  esse. 

693.  Caloolare  le  dimension!  di  un  cilindro  ciroolare  retto,  sapendo 
che  l'altezza  del  cilindro  sta  al  raggio  délia  base  in  nn  dato  rapporto,  e 
che  la  superficie  totale  ô  eguale  a  qnella  di  on  oerchio  dato. 

594.  Caloolare  a  meno  di  on  millésime»  di  millimetro  le  dimensioni 
del  litro,  sapendo  che  esao  ha  la  forma  dlindrica  e  che  la  sua  altecsa  è 
il  doppio  del  diametro  délia  base. 

595.  Caloolare  a  meno  di  un  centesimo  di  millimetro  le  dimensioni 
del  decalitro  e  dell'etto litro,  sapendo  che  esai  hanno  la  forma  dlindrica  e 
che  la  loro  altezza  è  eguale  al  diametro  délie  basi. 

596.  Conduire  in  una  sfera  nu  piano  che  divida  la  sua  superficie 
in  média  ed  estrema  ragione. 

597.  Dividere  an  segmento  dato  in  due  parti  tali  che,  prendendone 
una  per  altezza  e  Paîtra  per  raggio  délia  base  di  un  cilindro,  la  superficie 
latérale  di  qoesto  cilindro  sia  équivalente  a  qnella  di  on  dato  oerchio. 


PROPOSIZIONE  V 

TEOREMA 

La  misura  délia  superficie  latérale  di  un  u 
data  dalla  meta  del  prodotto  del  perimetro  dellp 
per  l'apotema. 

Inscriviamo  nel  cono,   o  circoscriviamo  ad 
una  piramide   regolare,  il  perimetro  délia  base  ? 


% 
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£  siccome  il  triangolo  HKL  è  équivalente  al  cerchio 
che  ha  per  raggio  AC,  il  triangolo  MNO  sarà  équiva- 
lente (LiB.  V.  Pbop«  XIV)  al  cerchio  che  ha  per  rag- 
gio DE. 

Inoltre,  il  cono  SAB  e  la  piramide  OHKL  sono 
équivalent)',  perché  hanno  basi  équivalent  e  altezse 
eguali,  e  sono  pure  équivalent  il  cono  SDF  e  la  pira- 
mide G  Ai  NO,  per  la  stessa  ragione;  quindi  il  tronco 


di  cono  ADFB  è  équivalente  al  tronco  di  piramide 
HKLOMN,  Ma  il  volume  V  del  tronco  di  piramide  è 
dato  (Lib.  VIIL  Paop.  XXIII)  da 

V=~  (HKL  +  MN0 ■+" ^BElTMNÔ) .  PB; 

e  siccome: 

HKL  =  cerchio  AC,  MNO  =  cerchio  DE,  PB  =  EC, 

avremo  che  il  volume  del  tronco  di  cono  sarà  dato  da 

V=  -5-  (cerchio  AC+  cerchio  DE  -f- 

+  V cerchio  AC .  cerchio  Ï)È.  EC, 

ossia,  sarà  équivalente  alla  somma  dei  volumi  > 

coni  che  hanno  per  altezza  quella  del  tronco  e  le        i 
dei  quali  sono  la  base  inferiore  del  tronco,  la  ba_ 
periore  e  una  média  proporzionale  fra  queste  due 
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zata  nel  punto  di  mezzo  del  segmento  fino  ail'  incontro 
dell'asse  di  rotazione  per  la  proiezione  del  segmento 
sull'asse  stesso. 

Distinguèrent  tre  casi,  e  cioè  che  il  segmento  sîa 
parallelo  ail'  asse  di  rotazione,  che  abbia  on  estremo 
sull'asse,  o  che  sia  inclinato  rispetto  ail' asse  aenza  in- 
contrarlo. 

1°.  Se  il  segmento  AB  è  parallelo  all'asse  di  rota- 
zione xjt,   gênera  rotando   la  superficie  latérale  di  un 

cilindro  di  rivolazione,  le  basi 
del  quale  sono  i  cerchi  gène- 
rati  dalle  perpendicolari  AC, 
BD,  abbassate  dagliestremi  del 
segmento  sali' asse;  e  perciô 
avremo  (Lib.  X.  Pbop.  II) 

sup.  AB  =  circonf.  AC .  CD. 

E  se  conduciamo  la  MO  perpendicolare  ad  AB  nel 
punto  di  mezzo,  essendo  AC  =  MO,  potremo  scrivere  : 

sup.  AB  =  circonf.  MO  .  CD=z  2*  MO  .  CD. 

2°.  Se  il  segmento  AB  ha  uno  degli  estremi  sopra 
Fasse  di  rotazione,   gênera   rotando    la  superficie  la- 
térale d'un  cono,  e  perciô  si 
ha  (Lib.  X.  Pbop.  V)  ^B 

1  M 

sup.  AB  =  -^-.  2t:BC  .  AB. 


x 


O  D   C 


Ma,  conducendo  dal  punto 
di  mezzo  M  del  segmento  AB 

la  MO  parallela  a  BC  si  ha  che  MO  è  eguale  alla  meta 
di  BC,  e  quindi,  sostituendo  nella  relazione  prece^ 

sup.  AB  =  2nMO  .  AB. 

Conducendo  dal  punto  M  la  perpendicolare  & 
mento  AB  e  prolungandola  fino  ad  incontrare  l'as- 
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Qaindi,  sostituendo  nella  relazione  précédente, 

sup.  ÂB  =  2xMD  .  ÂC  ; 
e  siocome  AC  è  egaale  ad  EF  , 

In  tutti  e  tre  i  easi  dunque  la  superficie  generata  dal 
segmenta  AB  che  rota  intorno  all'asse  xy,  sitaato  in 
nno  stesso  piano  con  esso  e  che  non  lo  taglia,  è  data 
dal  prodotto  délia  circonferenza  che  ha  per  raggio  la 
perpendicolare  innalzata  nel  pnnto  di  mezzo  del  seg- 
mento  fino  ad  incontrare  l'asse  di  rotazione  per  la 
proiezione  del  segmenta  sull'asse  stesso. 


PROPOSIZIONE  X 


TEOBEMA 

La  superficie  di  rivoluzione  generata  da  una  linea 
poligonale  regolare  che  rota  attorno  ad  un  diametro 
che  non  la  taglia  ha  per  misura  il  prodotto  délia  cir- 
conferenza inscritta  per  la  proiezione  délia  linea  poli- 
gonale sull'asse  di  rotazione. 

Sia  BCDE.,..  una  linea  poligonale  regolare  la  quale 
rota  attorno  al  suo  diametro  xy:  evidentemente  la  su- 
perficie da  essa  generata 
è  egaale  alla  somma  délie 
superficie  di  rivoluzione 
generate  dai  segmenti 
BC,  CD,  DE...,  e.  se 
OQ  è  il  raggio  l_ 
XAKIi     NOP  F  y    circonferenza     insr 

nella    linea   polig^ 
G  è  il  punto  di  mezzo  del   segmenta  bC  e  le 
pendicolari  innalzate  nei  punti  di   mezzo  deg); 


"\ 
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compresa.  I  due  cerchi  generati  dalle  perpendicolari  BX, 
DE  abbassate  dagli  estremi  delTarco  generatore  délia  zona 
buI  diametro,  si  chiamano  le  basi  délia  zona,  e  la  distanza 
NE  dei  piani  dei  due  cerchi,  ossia  la  proiezione  delTarco 
generatore  suir  asse  di  rotazione,  si  chiama  altezza  délia 
zona.  Se  l'arco  generatore  délia  zona  non  ha  nessuno  dei 

suoi  estremi  sul  diametro,  corne  BIK 
la  zona  ha  due  basi  ;  se  invece  ha  un 
estremo  sul  diametro,  corne  ADy  la 
zona  ha  una  sola  base  e  in  questo 
caso  prende  il  nome  di  calotta. 

Si  chiama  fuso  sferico  la  parte 
délia  superficie  di  una  sfera  compresa 
fra  due  semicirconferenze  di  cerchio 
massimo  terminate  ailo  stesso  diame- 
tro, corne  AEBD\  l'angolo  diedro  dei 
due  piani  di  cerchio  massimo  che  dé- 
termina no  il  fuso  dicesi  angolo  dei  fuso  ;  e  Y  arco  DE  inter- 
cetto  dalle  due  semicirconferenze  suirequatore  DE  si  dice 
arco  equatoriale  dei  fuso.  È  facile  vedere  che  nella  stessa 
sfera  o  in  sfere  eguali  due  fusi  sono  eguali  se  corrispondono 
ad  angoii  eguali. 


PROPOSIZIONE  XI 

TEORKMA 

La  superficie  di  una  zona  ha  per  misura  il  prodotto 
délia  sua  altezza  per  la  oirconferenza  dei  cerchio  mas- 
simo délia  sfera, 

1°  Consideriamo  la  zona  ad  nna  base  generata 
dall'arco  di  cerchio  4Z)  che  rota  attorno  al  diametro  AM. 
Inscriviamo  nelFarco  AD  la  linea  poligonale  rego- 
lare  ABCD  e  circoscriviamo  allô  stesso  arco  nna  linea 
poligonale  FOHK  simile  ad  ABCD.  La  snperfi  *- 
nerata  dalla  linea  FGHKD,  che  rota  attorno  ad  è 

maggiore  délia  zona  generata  dall'arco  AD,  per  è 
terminata  allô  stesso  contorno  e  l'invilnppa;  ma  1  n- 
perficie  generata  dalla  linea  ABCD  è  minore  la 
zona.  Baddoppiando  il  numéro  dei  lati  dei  poli--       a- 
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2°  Abbiasi  la  zona  a  due  basi  deacritta  dell'i 
BD  che  rota  attorno  al  diametro 
A  M  ;  avremo,  per  il  1°  caso  :  ^J 

zona  AD  =  AEX  c*™.  0-4  f 

zona  J2?  =  ANX  cire.  OA;  : 

dunqae,     sottraendo    membro    a 
membro, 

zona  BD  =  (AE—  AN)  X 
X  cire.  0A=NEyi  eire.  OA. 

Scolio.  —  Indicando  con  R  il  rag- 
gio  OA  délia  s  fera  e  con  //  Taltezza  NE  délia  zona,  abbiaim 

^o?w  sferica  =  2«ï#  X  ^ 


PROPOSIZIONE  XII 


TEOKEMA 

La  superficie  di  una  sfera  ha  per  miaura  il  prodottol 
del  suo  diametro  per  la  circonferenza  di  un  cerchio| 
massimo. 

Infatti,  se  ABG  è  il  semicerchio 
generatore  délia  sfera  e  se  dal  punto  B\ 
si  abbassa  la  perpendicolare  BE  sol 
diametro  AG,  la  superficie  sferica  ge-l 
nerata  dalla  semicirconferenza  ABG  è 
eguale  alla  somma  délie  due  zone  ge-l 
nerate  dagli  archi  AB,  BG,  e  dil 
possiamo  scrivere 

sup.  sfer.  =  2irCA  .  AE  -f-  2nCA  .  EG 


ossia 


sup.  sfer.  =  2nCA  (AE+EG)] 
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che  il  volume  generato  dal  triangolo  è  misurato  dal 
prodotto  délia  superficie  generata  dal  lato  CB  per  un 
terzo  délia  perpendicolare  AD  condotta  dal  vertice  A 
sul  lato  BC. 

Àbbassata  dal  vertice  C  la  perpendicolare  CE  so- 
pra  il  lato  AB,  si  vede  che  il  volume  generato  dal 
triangolo  ABC  è  eguale  alla  somma  (1*  fig.)  o  alla  dif- 


x    A  E        B  y 

Fig.  1 

ferenza  (2*  fig.)  dei  volumi  generati  dai  triangoli  AEC, 
CEB  ;  e  siccome  questi  due  triangoli  sono  rettangoli  e 
rotano  rispettivamente  intorno  ai  cateti  AE,  EB,  i 
volumi  da  essi  generati  saranno  quelli  di  due  coni  dei 
quali  la  base  comune  sarà  il  cerchio  generato  dal  seg- 
mento  EC  e  le  altezze  AE,  BE:  avremo  dunque: 

vol.  ABC=  -ô-TT  CE*  .AE±z~x  CE1 .  EB= 

o  o 

=  -g-  n  CE*  (AEdb  EB)=Yn^  •  AB* 

Ora,  i  prodotti  CE .  AB  e  CB .  AD  sono  eguali 
perché  ambedue  rappresentano  il  doppio  délia  misura 
delParea  dei  triangolo  ABC  e  quindi,  sostituendo  nella 
relazione  précédente  al  prodotto  CE.AB  la  quantité 
eguale  CB .  AD ,  si  avrà  : 

vol.  ABC=  -^nCE.CB.  AD. 
Ma  il  prodotto  n  CE  .CBèla.  superficie  later 


\ 
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corne  CG  =  BH=  AD,  potremo  scrivere  : 


»    B 


AHK 


vol  ACB  =  v  AD  .  GH— 
—  -g-  7T  AD* .  AG  — 

~  n  AD2.  AH=*  AD*  {G  H 

—±-AG--ê-AH)= 


=  ttAD2(GH—^GH)  =  '2*AD\  GH. 

«la  2nAD  .  G  H  è  (Lib.  X.  Pbop.  II)  la  superficie  la- 
térale del  cilindro  generato  dal  rettangolo  GCBH,  ossia 
è  la  superficie  generata  dal  segmento  CB,  e  percio 
avremo  : 

vol.  ACB  =  sup.  CB  .y  AD. 

Corollario.  —  Se  il  triangolo  ABCè  isoscele,  conducendo 
le  rette  CM,  BN  perpendicolari  air  as  se  ccy  e  l'altezza  AD  del 
triangolo,  avremo  (Lib.  X.  Prop.  IX) 

sup.  BC  —  MN X  drc.  AD  =  MNX**AD ; 


dunque,  poichè 


vol.  ABC  =  sup.  BC  X  Q-4  A 


sarà 


2 


voJ.  45C  =  -3  icvlZ)*  X  MW- 


x  M  A 


N  y 


Quindi,  il  volume  generato  da  un  triangolo  isoscel, 
rota  attorno  ad  un  asse  condotto  per  il  suo  vertice,  è  eg' 
ai  due  ter  2%  del  prodotio  délia  proiezione  délia  sua  bac 
Vasse  per  il  cerchio  che  ha  per  raggio  Valtezza  del  triatu. 


À 
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Corollario.  —  Nel  caso  che  il  settore  poligonale  sia  un 
semipoligono  regolare  ABC. ...F  di  un  numéro  pari  di  lati, 
e  che  Tasse  x  y  passi  per  due  vertici  opposti,  il  volume  che 
esso  gênera  è  eguale  alla  superficie  generata  dal  semiperi- 
metro  <42?C....2r' moltiplicata  per  un  terzo  del  raggio  OG  del 
cerchio  inscritto. 

Definizioni 


161.  Si  chiama  settore  sferico  la  porzione  di  sfera  ge- 
nerata dal  settore   circolare   BCE  che 

rota  intorno  al  diametro  AB.  La  zona 
generata  dair  arco  DE  si  chiama  la  base 
del  settore. 

162.  Si  chiama  segmente  sferico  la 
porzione  di  sfera  compresa  fra  due  piani 
paralleli.  I  due   cerchi  che  limitano  il 
segmenta  sono   le   basi  del  segmento  e  ^*»-J  g 
la  loro  distanza  è  Y  allez za  del  segmento. 

168.  Si  chiama  unghia  sferica  la  parte  del  volume  di  una 

sfera  compresa  fra  due  semicer- 
chi  massimi  terminât*  alla  wbmm 
diameti»  cenre  ACBED.  L'an- 
golo  dei  piani  di  questi  cerchi  è 
Vangolo  dell* unghia  sferica;  taie 
«  Tangolo  diedro  DABE;  e  il 
fuso  che  termina  r  unghia,  cioè 
AEBD,  dicesi  base  deir  unghia. 
È  facile  vedere  che  nella  stes- 
sa  sfera  »  o  in  due  sfere  eguali* 
due  unghie  sono  eguali  se  cor- 
rispondono  ad  angoli  eguali. 


PROPOSIZIONE   XV 


TEORBMA 

Il  volume  di  un  settore  ftferioo  ha  per  mis 
prodotto  délia  superficie  délia  zona  che  gli 
base  per  un  terzo  del  raggio. 


iJLll 


Sia  MOD  un  settore  circolare  appartenante  a 
conferenza  che  ha  per  diametro  AE:  dobbiamo  * 
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danque 


sett,  s  fer.  OAM=  zona  -.43f  X  -g-  OA , 

sett  sfer.  OMD=sett.  sfer.  OAD  — 
—  sett.  sfer.  OAM=  (zona  AD  — zona  A  M)  X"ô~  ' 

=  zona  MDX-gOA. 


secondo  membro    di   questa   eguaglianza  il   prodotto 
*  .  -g-  OM,  avremo: 

F-  t;  =  (8— s)  .^OM+^(OM—OL).s. 

Supponendo    ora   di  raddoppiare   indefinitamente 
il  numéro  dei  lati   délie   linee   poligonali    inscritta    e 

circoscritta ,  le  variabili  S  —  *  e 
OM — OL  hanno  per  limite  zéro; 
dunque  la  differenza  V —  v  tende 
indefinitamente  verso  zéro,  ed  il  set- 
tore  sferico  OAD  è  il  limite  délie 
variabili  V,  v. 

Osserviamo   finalmente   che    le 

due  variabili  V  ed  S.  •$  OM,  che  hanno 
rispettivamente  per  limiti  il  settore  sferico  OAD  ed 
il  prodotto  zona  AD  X  ~ô"  OM%  sono  costantemente 
egnali;  dnnque  i  loro  limiti  lo  sono  altreal,  cioè  si  ha 

sett.  sfer.  OAD  =  zona  AD  X  "ôt  G^« 

2°  Sia  il  settore  sferico  generato  dal  settore 
circolare  OMD  che  rota  attorno  al  diametro  AE;  ab- 
biamo 

sett.  sfer.  OAD = zona  ADXtt  04, 


s\ 
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Ë  se  D  è  il  diametro  délia  sfera,  essendo  R 

7)3 


D 


-â-,  e  percio 


if>  = 


8  * 


r=="3  *T  =  ô-*2*' 


Corollario. — Il  volume  di  un'unghiasferica  l'angolo  délia 

4 
quale  è  eguale  ad  un  grado  sarà  evidentemente  =■  k  B  ',  360. 

ic/23 
ossia-g^.— ;  e  quindi  il  volume  di  un'unghia  sferica  l'angolo 

délia  quale  è  di  n°,  sarà  dato  da 

y  __  3 __  jciff*  •  n 

360  270 


PROPOSIZIONE  XVII 


TKORKMA 


)1  volume  generato  da  un  segmento  circolare  che 
rota  attorno  ad  un  diametro  esterno  ad  esso  ha  per 
misura  il  sesto  del  prodotto  délia  superficie  del  cerchio 
che  ha  per  raggio  la  corda  del  segmento  per  la  proie 
zione  di  questa  corda  sulPasse. 

Sia  BMD  il  segmento  circolare  ohe  rota  intorno 
al  diametro  AH,  FE  la  proiezione  délia  sua  corda  so- 

pra  Passe  di  rotazione  e  C  il  centro 
délia  circonferenza  a  cui  il  segmento 
appartiene.   Il  volume  generato  dal 
segmento    BMD   è    évidente!» 
eguale  al  settore  sferico  generatc 
settore   circolare    CDMB  dinr 
del  volume  generato  dal  triango* 
scele  CDB  :  se  dunque  CG  è  h 
pendicolare  abbassata  dal  cet  ' 


*T 
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e  (LlB.  X.  Prop.  VIII),  poichè  ii  trapezio  gênera  on 
tronco  di  cono  a  baai  parallèle , 

vol  EBDF  =  ~  *  (P&  +  D&+BE*  DF).EF; 

e  perciô 

1       ft 

segm.  s  fer.  EF=  -g-  n  BD  .  EF  -+- 

-^  /r(jÉË*  +  JSF*  +  BE  .  DF)  .  EF; 

mettendo—  -k  EF  a  fattore  comune,  il  che  puô  farad 

purchè   si   moltiplichino   i    termini    dentro    parentesi 
per  2, 

segm.  sfer.  EF=-^  n  .  EF . 

(bÎ>2  +  2BE*  +  2DF*-h  2BE .  DF). 

Conducendo  la  retta  BH  perpendicolare  a  DF  tro- 
viamo,  per  il  teorema  di  Pitagora, 

BD2  =  BH2-hDÉ2  = 

=  ËF*  -+-  (DF  —  BEf) 
ma  (Lib.  II.  Prop.  VII,  Cor.), 

(DF—BE?  = 
=  fÏF2  +  BÈ%  _  2DF.  BE; 

dunque,  sostituendo, 


BD2  =  EF2  +  DF2  -f-  BE2  —  2DF .  BE. 

a 

Se  sostituiamo  questo  valore  di  BD    nell'espres- 
sione  del  volume  del  segmento  sferico  EF,  avremo: 

segm.  sfer.  EF  =  -^nEF  .  (EF*  -*-  3BÏ?+  ZlJ 

•         4 

relazione  che  puô  scriversi 

segm,  sfer.EF=»7tËF* '-*--  (xBË?  .  jEFh-  ttZXF5 


**\ 
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base  è  egoale  ad  on  circolo  masaimo,  trovereino  che 
(Lib.  X.  Prop.  IL  Sco.) 

8'  =  2*R  (2R  hR)  =  6*K*. 

Conduciamo  per  Passe  SA  del  oono  equilatero  S  AL, 
circoscritto  alla  sfera  CA}  un  piano  qualunque  SAL, 
che  incontra  la  sfera  secondo  il  ciroolo  massîmo  ANO 
e  il  cono  secondo  il  triangolo  equilatero  SLM  circo- 
scritto al  cercfaio  ANO;  il  triangolo  che  si  inscrive 
nello   stesso    cerchio  nnendo  i  punti  di   contatto  del 


triangolo  circoscritto  è  altresi  equilatero;  dunque  la 
retta  LM  à  il  doppio  di  NO  e  la  retta  SA  il  doppio 
di  AP.  Da  ciô  risulta  che 

AL  =  rV%,  SA=zSR, 
e   (Lib.  X.  Prop.  IV.  Sco.) 

.    S"  =  i:R\/3(2RV3  +  R \/3)  =  9*R9; 
dunque  abbiamo  : 

s-.s*  ;s"  :  ;  ±*r1  :  6*7?  ;  9*22» 

ossia,  dividendo  per  ic  R*  tutti  i  conseguenti, 

S'&:8":'a:g:b. 


«   • 


4 

2°  Il  volume  délia  sfera  è  eguale  a  -g-* 


del  cilinclro   circoscritto,   che   ha  per 
altezza  2/2,   è    eguale   (Lib.   X.    Prop.   IT1 
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Esercizi 


601.  Calcolare  il  raggio  di  un  cono,  dati  la  superficie  totale,  e  l'apo- 
tema,  o  quollo  di  nn  oilindro,  date  la  superficie  e  l'aliéna. 

603.  Se  an  cilindro  e  an  tronco  di  cono  hanno  una  base  connut*  o 
la  stessa  altezza,  calcolare  qnale  deve  essere  il  rapporto  dei  raggi  dells 
ba8i  del  tronco  di  cono ,  perché  il  suo  volume  nia  meta  di  quello  dei  ci- 
lindro. 

603.  Dato  nu  cono  retto  di  altezza  eguale  al  raggio  di  base,  cal- 
colare il  raggio  di  on  cilindro  inacritto  in  qneato  cono,  sapendo  ohe  la 
superficie  totale  del  cilindro  è  egoale  a  quella  di  nna  sfera  di  raggio  r. 

604.  Determinare  le  dimension!  di  due  cilindri,  dei  qnali  sono  dato 
le  superficie  totali,  aapendo  che  il  raggio  e  l' altezza  del  secondo  sono 
eguali  riapettivamente  all'altezza  ed  al  raggio  del  primo. 

605.  Calcolare  1  raggi  di  due  cilindri,  date  le  altezze  hy  h',  1a  «ani- 
ma S  délie  loro  superficie  laterali,  e  la  somma  V  dei  loro  volami. 

606.  Calcolare  le  dimensioni  di  an  cilindro  inacritto  in  nna  filera 
di  raggio  r,  data  la  superficie  totale  S  del  cilindro.  Massimo  di  questa  su- 
perficie. 

607.  Dati  il  raggio  r  e  l'apoteina  l  di  un  cono,  trovare  a  qnale  di- 
stanza  tlal  vertice  bisogna  condarre  un  piano  parallelo  alla  base  del  cône. 
perché  le  due  parti  nelle  quali  resta  diviso  abbiano  superficie  totali  eguaJL 

608.  Se  r  è  il  raggio  ed  h  V  altezza  di  nn  cono,  di  qoale  quantité 
bisogna  diminuire  l'altezza  ed  aumentare  il  raggio,  perché  il  volume  resta 
iualterato  ? 

609.  Calcolare  le  dimensioni  di  un  cono  11  volume  del  qualr  è 
eguale  a  quello  di  una  sfera  di  raggio  r  e  la  superficie  totale  ad  m  volt* 
quella  délia  sfera. 

610.  Un  cilindro  ed  an  cono  hanno  la  stessa  altezza  h;  determi- 
nare i  loro  raggl,  se  le  superficie  totali  ed  i  volami  dei  dae  solidi  sono 
egnali. 

611.  Dati  il  raggio  r  e  l'apotema  l  di  un  cono,  a  quai  distança 
contuta  dal  vertice  sul  lato  del  cono  bisogna  condarre  un  piano  para&eto 
alla  base,  perché  la  base  del  cono  sia  média  proporsionale  £ra  la  super- 
ficie latérale  del  picoolo  cono  e  la  superficie  latérale  del  tronco  ? 

612.  Iimcrivere  in  un  cono  retto  un  cilindro  retto  del  qnale  è  data 
la  superficie  latérale  o  totale.  Massimo  di  questa  superficie. 

613.  A  qnale  distanza  dal  vertice  di  un  cono  bisogna  condarre  un 
piano  parallelo  alla  base  perché  la  sezione  sia  meta  délia  base! 

614.  A  quai  distanza  dal  vertice   di  un  cono  di  ragj_ 
h  bisogna  conduire  un  piano  parallelo  alla  base,  perohè  lar~~! 
valonte  alla  superficie  latérale  del  tronco  di  cono  ottenuto 

615.  In  un  cono,  che  ha  per  raggio  r  e  per  altezza  *  \ 
un  cilindro  in  modo  che  la  sua  altezza   sia  eguale  al  lato 

ziale  che  Bonnonta  il  cilindro.  Calcolare  la  superficie  tota1' 
del  cilindro  in  funzione  di  r  e  di  A. 
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630.  I  volumi  genorati  da  on  parallélogramme  cbo  rota  saoceesi- 
vamente  intorno  a  due  lati  conseoutivi  bobo  inversamento  proporaiûB&li  a 
qnesti  lati. 

631.  La  superficie  ai  una  sfera  è  eguaie  al  qnosiento  del  quadxate 
délia  circonferenza  di  an  cerchio  massimo  divise  per  n. 

632.  La  superficie  di  una  zona  ad  una  sola  base  è  équivalente  a 
qnella  di  un  oorchio  aven  te  per  raggio  la  corda  dell'aroo  il  qnale  gênera 
la  zona. 

633.  Caloolare  la  superficie  totale  ed  il  volume  générât©  da  uatrian- 
golo  oqoilatero,  cbe  roota  intorno  aU'alteasa,  in  fsnxione  del  suo  lato. 

634.  Circoscrivere  ad  un»  sfera  un  oono  retto  nel  qnale  la  superficie 
latérale  sia  doppia  di  qnella  délia  base. 

635.  Inscrivere  in  ona  sfera  un  cilindro  taie  cbe  la  aornma  délie 
due  baai  sia  équivalente  alla  superficie  latérale. 

636.  InBcrivere  in  una  sfera  an  cono  la  superficie  latérale  del  qnale 
sia  équivalente  a  qnella  délia  calotte  sferica  cbe  termina  alla  stessa  base. 

637.  Coudurre  ia  una  sfera  on  piano  taie  ebe  la  superficie  del  cer- 
chio di  sczione  sia  équivalente  alla  différons»  délie  superficie  dalle  due  ca- 
lotte nulle  quali  il  piano  divide  la  superficie  délia  sfera. 

638.  Tagliare  nna  sfera  oon  un  piano  taie  obe  l'area  del  eercbto 
masaimo  sia  média  proporzionale  tra  le  due  calotte  determinate  dal  piano. 

639.  Inscrivere  in  una  sfera  un  oono  circolare  retto,  taie  cbe  le  ee- 
eioni  latte  nol  cono  e  nella  sfera  oon  un  piano  dato  parallela  alla  base  del 
cono  stiano  fra  loro  in  un  rapporto  dato. 

640.  Circoscrivere  ad  una  sfera  un  cono  di  data  superficie. 

6-41.  Calcolare  i  raggi  délie  basi  di  un  troneo  di  oono  retto  inecritlo 
in  nna  sfera  conoscendo  il  volume  e  l'alteesa  del  troneo. 

642.  Inscrivere  in  una  sfera  un  cilindro  di  data  superficie. 

643.  Se  in  un  semicerchio  è  inscritto  un  aemipoligono  regolare  di 
nn  numéro  pari  di  lati  ed  al  semicerchio  è  circoscritto  un  semipoligono  el- 
milo  al  primo,  la  superficie  délia  sfera  generata  dal  semicerchio  che  ruota 
a t torn o  al  suo  diametro  è  média  proporzionale  tra  le  superficie  generata 
dai  poligoni. 

644.  Tagliare  una  sfera  oon  due  plani  paralleli  equidfstantâ  dal  cen- 
tro  o  tali  che  la  somma  délie  aree  délie  sezioni  sia  egualo  aU'area  délia 
zona  compresa  tra  i  duo  piaui. 

645.  Inscrivero  in  una  sfera  un  cono  la  base  del  qnale  sia  équiva- 
lente alla  meta  délia  superficie  latérale. 

646.  In  un  cono  eqnilatero  nel  qnale  è  inscritta  una  sfera  conduire 
un  piano  parallelo  alla  base  in  modo  cbe  la  différence  tra  la  seziooe  délia 
sfera  e  qnella  del  cono  aia  massima. 

647.  Tagliare  una  sfera  con  un  piano  taie  cbe  divida  in  due  parti 
équivalent!  il  settore  sferico  avente  per  base  la  pib  picco?"  ^~,,~  *—  — - 
lotte  nelle  quali  il  piano  divide  la  superficie  délia  sfera. 

648.  Calcolare  i  raggi  délie  basi  di  un   troneo  d 

scritto  in  una  sfera  di  raggio  r,  dato  il  volume  V  e  1*  fr1**"  ' 

troneo. 

649.  Una  sfera  di  raggio  r  è  posât»  sopra  un  piw..  t 
sullo  stenso  piano  riposa  tin  cono  di  raggio  a  e  di  altesse  eg 

métro  délia  a  fera  ;  a  quale  distanza  dal   vertîoe   del   *"«»~ 


*\ 
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per  il  dodecaedro  R  =  j  \V15  +  \/3  ),       r  —  y'y  — ; 

per  l'icosaedro  R  ^~ 'y  5  +  2    5  ,      r  =  ~  v^T  (s  +  \Z?). 

661.  Se   F  ô  il  volume  ed  8  V  area  di  an  poliedro  regotere  inacritta 
in  una  sfera  di  raggio  R  al  ha: 

per  il  tetraedro  #=  y  #*  v/  3 ,      F=  ~  fl8  \/  3  ; 


per  T  esaedro  S  *=  8&  f        V  =  —  R?  >/3  ; 

9 


8_ 
9 

per  l'ottaedro  8  =  4J2*  \/¥f      F  =  ~  ^*  ; 

o 
5  =  2J2*VAo(5  -  \/T)  y 
V=jR*Vm(z  +  \/T); 

per  l'icoseadro  £  =  2J2*  (Sn/J  —  v/ïô), 

F=-§--R,VAo  +  2>/6"  • 
o 

663.  La  zona  che  due  sfere  ooncen triche  determinaao  aopra  nna 
s  fera  qnalunque  che  passa  per  il  loro  ceutro  oomone  ha  un' area  oostante. 

663.  Calcolare  il  volnme  generato  dm  un  triangolo  eqnilatero  di  lato 
a,  che  rota  attorno  ad  uno  de'  suoi  lati. 

664.  Calcolare  il  volume  e  la  superficie  del  solido  generato  da  «m 
triangolo  eqnilatero  che  rota  attorno  ad  on  asse  situato  nel  suo  piano, 
perpendicolare  alla  direzione  di  un  lato  a,  se  la  distanza  dell'asBO  dal  ver- 
tice  più  vicino  del  triangolo  è  eguale  al  lato  a. 

665.  Sopra  un  lato  di  un  quadrato  dl  lato  a  si  costraisce  esteraa- 
mente  ad  esso  un  triangolo  equilalero  e  si  fa-  rotare  il  pentagono  ottenvto 
attorno  ad  uno  de'  lati  del  triangolo  non  eomvni  col  quadrato.  Calcolare 
il  volnme  dal  solido  generato. 

666.  Calcolare  il  volume  e  la  superficie  del  solido  generato  da  ira 
quadrato  di  lato  a  che  rota  attorno  ad  un  aaae  oondotto  nel  suo  piano  per 
uno  de'  suoi  vertici  perpendicolarmente  alla  diagonale  che  passa  par  quel 
vertice. 

667.  Un  esagono  regolare  di  lato  a  rota  attorno  ad  on  asse  oondotto 
nel  suo  piano  per  uno  de'  vertici  perpendicolarmente  al  raggio  delPesagooo 
che  passa  per  quel  vertice.  Calcolare  il  volnme  e  la  superficie  del  aolido 
cosl  generato. 

668.  Per  un  punto  délia  base  di  nn  triangolo  eqnilatero  di  lato  « 
si  conducono  le  parallèle  ai  due  lati  :   determinare  la  distança  di  ni 

punto  dal  vertice  più  vicino,  perohô  il   volnmo  gênera* 

2 

grammo  ottenuto  sia  — -  del  volume  generato  dal  triangol- 

3 

la  figura  attorno  alla  base  di  questo. 

669.  Dato  un  semicerchio  di  raggio  r  determinare  la 
nna  corda  parollela  al  diametro  in  modo  che,  fncendo  rot* 


s~\ 
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toroo  a  qneato,  la  somma  dei  voluml  generati  dai  due  segmenti  ohe  ai 
ottengono  oonginngendo  gll  estremi  délia  corda  oogli  estremi  del  diametro 
più  vioini  ad  osai  sla  eguale  al  volume  generato  dal  rettangolo  ohe  ha  per 
base  la  corda  e  per  altezza  la  sua  distanza  dal  diametro. 

670.  Data  nn  aemicerchio  di  raggio  r  ednn  pnnto  situato  sol  dia- 
mètre ad  una  distança  d  dal  centro,  condurre  per  questo  ponto  una  retta 
che  divida  il  aemicerchio  in  due  parti  tali  che,  faoendo  rotare  la  figura 
attorno  al  diametro,  i  due  volumi  generati  dalle  due  parti  del  semicerchio 
aiano  équivalent!. 
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